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1. €• 6« J* Jmcohi^ formula irantfomMUnii IniegraUum d^ßniiorum. 



Formula truDsfonnatioius integraliom definitorain. 

(AvctON C G, J. Jaeobif prof. «td. matb. Rcgiom.) 



1. 

JCist tbeorema notum et maximi momenti| evoluta fiuiotione 1/ feoundam 
Cosinus aut sinus moltiplorum anguli Xf coeffidentes evolutionis determi« 
Dari per integrafia definita 

Quorum integraliuBS valores cum semper per quadraturan carte inveniri 
possiuty habetur methodus generalis^ eiusnodi aFolutiones peragendi« 

Evolutio si bene convergit, valores integrab*um cresceute / rapide 
deoresount; quod quomodo fiat, facile intelligitur. Pro maioribus enim 
numeris i^ valores functionum sub signo positivi et uegativi rapidius se 
excipiuDt, seque iovicem maiorem parlem destruunt« Uinc autem nasoi-* 
tur quodJam methodi incommodum; valorem enim quautitatis perparvae 
quaesitum determioaodum esse videmus per difFerentias quantitatum magna* 
rum. Quo iDcommodo in astronomicis determinatio magnarum in aeqi|a« 
litatum maxime premitur« 

Casu speciaii) quo evolvenda proponltor expressio 

1 

prodidit olim ill. hegendre ingeniosam integraiium^ quibus coefßcieates evo« 
lutionis exhibeotur^ transformationem, qua incommodo illi obveuiatur. Quae 
continetur formula 

y^^ co%ix »dx ' r^ , ^^^ ^^x, dx 

loti'grale traasformatum duotum est in factorem oonstantem par« 
vum 0^- praeterea etiam sub signo inveuitur factor parvus sin^'iCy ita ut, 
81 lutegraii transformato quadraturas appücas^ valorem integralis parvum 
invenis ut summam quantitatum positivarum parvanim; quod caicuhim ex« 
pedidim et idoneum suppeditat« Putabat iUt Lejendre, iilam transforma- 

Grelle'» Journal d. M. Bd. XV. üil 1. 1 



2 1. & 6« J. J«e«&i\ f$rmula trtinsfomuUioMS intcgraiium deßniiörUm» 

tionU formulam uaicam sui generis esse ^). Sed inoidi nuper id formulam 
generaleni, qua^ proposita evolutione functionis ia seriem secundiim Cosi- 
nus multiplorum aoguli prooedentem,, iiitegraliai quibus cociBcientes evo« 
lutionis exbibeiitur, transformantur io alia^ in quibus sul signo loco cos'j? 
inveoifur fieictor sio^^jcr, et loco functfonis evolvendae Z^"" eius diiTerentialCy 
seouudum cosjr sumtum» Si functio evolvenda est pTurium angulorum^ 
ex« gr. Xy jy transformatione aUeri Tariabili post alteram aJbibita, iote« 
gralia duplioia^ quibus coefficientes evolutionis exhibentur, oommutantnr iu 
alia, in quibus looo factoris cos/jrcosi^y invenitur factor sin^'o: sin^''/ et 
loeo functionis diflerentiale eius^ i vicibus secondum cosjcr, i* vibibus se- 
cundum cosy summin. Quae dusdem g^neris est transrormationis for« 
niula^ atque iila olim ab ill. hegendre proposita« Aem sequentibus expo« 
nam et variis exemplis illustrabo. 

2. 
Designantibus m^ n numeros integres poritivos, habentiir formulae 
notae : 

X. I %11Sp^WCOt^X.dX SS 5 j-y: -p-^r ^ j- ,_ 

J o 2m+2/i.2m-f-2« — 2..,.2 2 * 

2. / cos^"*xcos2iix.dx s=5 (—1)»/ ün^'^xco92nx,dx 



• .-» • 



_ 1 2m«2m — l»>,.lll*^^w^^ t n 
~ 2^* K2--.m-'« ■"•y* 

^^ 1 2m+1 .2m.,..w + /i-f-2 n 

Formulas duas postremas ampioctitur uiiica nequens, quae valet^ quoties 
p — i uumerum parem positivum dosignat : 

4. / cjbhPxco%iT.dx =r —-. , 

Jo 2'' I 9 p-i * 

quam formulam etiam sie exhibere licet: 



*) Ponct. elL T. II. p9g. 536: noas saisiroBi cetl^ accastcm a demonlrv nna 
formule assoz reiuarquabU ei ^ui paraii oe se radacher k aacuQe autre formula du 
nAmm genre* 



1«. C« G« J* Jaoobi^ f^rmuia (mnsformufionis inte^rüüum dtfiniloruifn, 3 

n 

unde e (1«) prodit formula: 

Quae formula ut eliam pro numero /i — i inipari valeat^ utrumque integrale 
a usqiie ad nr extendamus; quo fiacfo pro impari p — / utrumque eva* 
nescit* Designantibus igitur p^ i numeros pasieivo^ integres^ erit 

6. / co%^xQOfiix.dx s=s P'^^% ""o^.~^ / »m'*^coa'^jp,i/T, 



3. 

SuppooamuSy ipsius z (uoetioaem /(«) seoundum positiras integraa 
ipsius z digüifates evolvi posse^ OFolutamque fieri: 

ponamus porro cum fll. JLagrange 

unde 

f>(z) = 2/.(/i-l)....(/>— /+l)^pt^; 
erit e (6.): 

/ f(emx).conix dx ^s&^A^i coBPxcosix dx 



aive 



o::::^!:!]/"^^ 



7. y f(oosx).cosixdx a=s j-^ (2t— 1) >/ /^'^(^^*^)**^'*^''*^^^* 

Quae formula integralia deliuiti transformatiouem propositam suggerit. 

4. 

Formula (7.), antecedcntibus ioventa, eliam deroonstrari potest ope 
lemmatls, per se memorabilis: 

9^ Differentiale (/ — t)tum ipsius sia^^^o?, secundum cosx sumiuWy 
j^fieri 

„(—1) *^1.3.5....(2/~l).5iy^, 

ffSive, posito conx^=^z, haberi 



1 



# 



4 l* C, G J, Jacob i^ fotmiila ironsformQHQnU inUgruKum itfinitoruw. 

Quod uf detnonsfrettir, observo^ poaito 
haben generaliter: 

Cf# hacroix Traitd du C. d. T« L pag. 183. Unde substitutis valoribm: 
y9 = a + Ä-ö + rs^c=? 1— Ä^ = siD^rr, y = — 2« = — 2co%Xy e s= — 1 , 

2f— I . . 

proTonit : 

dz» 
(— l)^*.3^.o.(2i— 1)1 co&^* x sinx— '''''" •■ coa'-^o: sin^jr+ ^'- *''^''^ '' — cos*""*ar «in^r.*.. J , 

eive per formulas notas tri^onometricas^ 

8. ^^=^fe^= (~I)"^3.5....(2/-l)5ili^j 

quod demonstraudum erat« 

DemoDstrato lemmate, formula (7.) facile probatur infegratione per 
partes^ / vicibug repetita. 9^>o^^^^ enim fuuctio aliqua w eiusque differen« 
tialia usque ad (/— l)tum in limitibus iutcgrationis evanescanti notum est, 
haberi iutegrando per partes: 

Unde pmito 



2i-l 



atque integratione a *^1 usque ad -f-1 extensa^^ prodit 






/y/«(5)(l-^')-V^, ^ (_iyyr+7(5)rfi(lz:^.</,. 



a*-i 



Ipsum enim (1 — c*) ^ eiusque differenttalia usque ad (/ — l)tuin in 
limitibus z'= — 1, «ä-j-1 evanescuut. Diflbrentiata autem (8.) teouMdum 
Zy habemus. 



:/;-! 



Unde posito z^=^vobx^ formula antecedens abit in sequeotem: 



i« C 6. J. Jacohi^ formxda iransfomtüiionis inUgraUum definitOTum» 5 

f ß'\conx).nin^'x dx=i 3. 5.. ..(2/ — l)y /(conx).co%ixdx9 

quae est formula proposi^a (7.). 

Demonstratio antecedens nil supponit, nisi qtiod functio f(0Mx)^ 
eiusque differentialia usque ad /*™ intra limites integrationis assignaios non 
in infinitum abeant; neque illa supponit, quod prior demonstratio, funotie« 
nem f(coBx) secundum dignitates //z^i^^ra,^ • ipsius cosj:r evolyi posse« Ad 
quem igitur easum formula (7.) non restringitur. Unde, posito /(oosor) 
= oos^jTy patety formulam (6,) valere etiam si p non sit numeru^^ inte* 
gety dummodo p'^i. 

Bis iungimus eonsiderationes sequentes. Statuamus brevitatis causa ^ 

to _ 1.3.,„2» - 1 

erit e (7.): 

B,.J^ f(cosx)conixdx ^J^ ^—^^^^--—. 

linde cum, designante h constantem uuitate minorem; sit: 

4- [ ^—7 1 7 — 1 = l+B. Ä Cüsor+J?, Ä* cos 2x+B, ä* cos 3 x . . . ., 

inrenitur per theorema Taylorianum: 

Quam formulam etiam sie exhibere lic^t: 

Formula (9,) etiam e transformatione indefinita deduci potest« Posito enim: 

008)] = OOSarH ,. — , 

sequitur 

/"(l — 2COSI1 + /0 = 1 — Acosj?, 

unde 

/•(l-2Äco8»} + A') — (1-Äcos)]) = ^1?^, 

De qua aequatione, extraotis radicibus, provcnit haec: 

' /(l—Ae^-*) — 1^(1— ''^'"^^~') — — Äsinjc/"—!. 
Qua ducta in ir(l— ä^>'-0 + /^(i— ^^""'^"Oi w divisione per h faota, 
prodit: 

2sin*) = sinjr[irO— Äe^-0 + /(l— A^"^""')]- 



6 1. C. 6- J. Jacobi, formula Iransformatiems integrcümm deflniiorum. 

lam differtotiata aeqoatione propo^iita^ naneiftcimur: 

Sinti. dfi = aiojr[l — ÄC08Jp]rfjr. 
Ex antecodentibns aiitem fit: 

gsinr; ^^^ i j 1 , 

uncJe videmus, posito 

II. CÖS^ = C08X-t 2 * 

ideoque etiam ^ 

Qiioties Ä uiiitate minör^ creseente xn usqne ad r, expressio oosa?i ^ — 

iade a 1 uaque ad —1 caotinuo ^ecrescit; quippe cuius differentiale 

sitijr[i — hcö§x] valorem seniper positivum aervat; unde aimul etiam 

an^^uliia n a usqüe ad ir continuo oreaoit» fifno pMet, in formula (13.)^ 
altero int^rali a usque ad tt extenso ^ etiam alterum a usqiie ad T 
extendi. Quod formulam (9.) suppedItat. 
Observo adbuc, e formulis traditis 

1^(1— 2Äco«i)4-Ä^) = 1 — /leoB^, 

/(l— Äe'J^-*)— 1^(1 — Äe-^^*"-') = —hsinx^r—U 
sequi! - 

E formula (12.) habetur iutegrando expressio anguli xi 

, 1 , . , K3 7i'Mu2iy ,1.3.0 /i' sinSiy , 

15. X = )}+-2-*^'"'*? + 2:4-~2 — + iro^~'3 — *"'••• 

Idem etiam deducitui* e thcoremate Lagvanglano^ data aequatione 

a — Ä + (p5 = 0, 

Ouippe e qua aarie, petita 

et advocata (8.), fonmila (15.) provenit. Vice versa e formula (15.) per 
theorema Lagraf^giaman ipsa (8.) d^daci potest. 



1. C. G, J. Jaeobij, formula trat^form*tionis üifvrcKum d^finittnaih 9 

6. 

m 

Vt de formula generali (7.) deduoatur formula supra eitetai ab ilK 
Legendre condifa^ 

ita agere licet. 

Posito 

/(cosj?) = [1 — 2aoosjr + ö^rt 

habetur 

unde e (7.) fit? 

lam posito 

obttoetur, quae nota est traDsformatio integralium elliptioorum Landeniana: 

1^ <^y dx_ 

Limites ipsins or, ubi sunt et Tj ipsius y quoque limite» et T haben« 
tur; unde e (17.), (18.) fit: 

yf^^ siD^'a? dx f Bin^y d y 

quod substitutum in (16.) formulam propoaitam suggerit. 

Data oocasione adnotabo transformationem indefinitam^ quae formii« 
lae hcifemlrianae veram iodolem aperit. In qua demonstranda sigoia et 
notationibusy in fuudamentis meis propositis^ utar. 

Quotieft/(£/) est functio periodica^ hoc est^ quae valorem non mu« 
tat 9 aucto argumento u certa quadam conttantCi quam iodicem periodi 
yocamus: integrale 

inter binos quoftcunque limiteft sumtum, quarum differentia indlci periodi 

aequalis est, eundeni valorem servat, argumento u quantitate qualibet aiTe 

real! sive imagioaria aucto, dummodo intra limites integrationis functio in- 

tegranda non in iufioitum abit» 

Hinc si statuimus 

/(£i) 5SS sin^am(e/) 



$ l. ('. G, J, Jacohi, formula iransformatiords integraUum deßnilorum, 

erit^ designante i qiiantitatem imagiDariam ^ — 1, 

Posito am(£/)=r(P5 ain(o) = a9 habetur e theoremate Etderiam: 

, V cosaA{^sia<]p-l-siDaco5(r'Arp 

qua in formula posito a ;= ^ , unde 

8ina = ^, cosa = \/{^—)f Aa = /"(!+*)> 
eruitur 

lall) statuamus 

unde etiam 

i+ksw^q> ^ ^' i+ksin^(p ^^^' ^* 

, c/qp dtjp ^ ^ c/t/^ 

Ay "^ (l+Ä:)A'(Vvi) ^ V^[l+2A:co8 2v/ + *']* 

Quae est substitutio, qua ilK Gauss exhibuit transformationem Landenia^ 
vam iuactam bisectioni. Substitutis formulis aotecedeutibufl^ provenit 

/•A »in am(e/ + ~) = /e^'V, 
ideoque 

Quae est transfonnatio iudefinita^ e qua pro limitibus definitis formula ill* 
JLegendre fluit« 

Grescente enim ;/ a usque ad 4 Ä' sive (p a usque ad 2 Tj etiam 
%^ a usqiie ad 2 t crescit, inter quos timites eYaoesck pars imaginaria 
in «in 2/2 ^^ ducta; unde prodit 

quae formula posito A^ = — ^^ /2=:/\ in propositaxn abit. 

7. 

Formula 



1« C G» /• Jaoobi^ formida Umm$formaHoHi$ inttgralium defitütinrum. Q 

oonnicde adhlbetur^ sl agttiir de evolutione lotogralb 

/fn dxto%ios 

in swiem^ qnae pro magnis ipsiiis / Taloribus rapide oonvergat« Nan com 
Sit e (I.) 

t.3..,.2»-~t 1.3....2W— t 

• "** 2.4...,2i •2i+2.2i+4,...2i+2^*» 

neo non faabeatur 

%_ % 

V(l— a'iin*«) V(l-.a* + a»co8^«) 

1 f. t j fl*cos*ap . 1.3 c* CO»* ag t.3.5 a*co8*aB l 
■■ V'ct— a«)l*"~Y* l^o> ■*'2.4*(l-»»)»~"2.4.6*(l^a»)»***'J 

Ol'UltUf 

91 /** dx.coaix 

'*' y, V"j:t-,2*ico»a;+a»J 

(l — JL ^ g' , 1.3 1.3 a* 

_ l.8.&,...S«-t it.o' ) 2 • 2.+2 • r=:7f + 2.4 * 2«+2.2i+4* (l+a«)*! 
*" 2.4>6....2i VU— o»)]__l^ 1.3,5 o« . 

f 2.4.6" 2»4-2.2«+4,2<H-ö'(l—a»)» "*""" 

quam Mriem patet pro magois ipsius / valoribus oelerrime oonvergere* 
lU. Ite^endr« üiFjenit evoiutionem generaliorem mMnorabileniy 

oo /*" rfap Costa? 

/o [l--2«co8aj-+.a*]" 

!1 , "(«-» g' <m+l)(n)(n-lK't -2) «* ,, 
T"l.i+l-l-g«">" lJ2.iH-l.i+2 •(l-a'J'T'l 
(it'H).w.(w>l)(<i-2)(irr3) g* . 
t2.3.i+l.i+2.<+3 •(!-•")* "' 

quam ^ ipsam patet, pro magnia ipsius i valoribus eeierrime «onvergere« 
Ötuun evoiutionem ut bidagar^, iU. Legendret «Epiorato per artifidum 
partioular« primo seriei termino, assumpsit seriei formam sequeotan 

rfaccosix p 

2gcos»-4-g']" ** ^ * 

_ it(i.4-t)^...fii+»~l) ■««* \* t c , d' , «/<^ 1 

ipsis c'» «'''f c''' cet« a ouraero i ooo pendeotibus« Quo faeto per relatio« 
nem linearem, quae inter tres terminos IV-i, Pj, P^^i interoedil;, 

fermloos e'y e"f e*'* oet« alios pest alios determinavit» 

CrcOe'f Joysoal d. M. B4.XT. Uft.t 2 
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10 i* Cl G« ^* JacabU formula trmmfi>nmHmu$ iniegroKum d^fiHHorwm. 

Demoastratiooem fonnulae (22») fortasae magis diroolani ope tfieo* 
reoiatis nostri (7.) obtinaa modo aequente* 

Poatto 

/(ooajp) = [1— 2aoo«x+a»J— 
habetur 

f^^ifiMs) « (2o)*./i(n+l)...-(ii+i— l)[t— 2aoot^+öT^«^^ 

onde e (7*): 

Ponamua ^[1— 2öoo»jp+ö'] = ä> ^^*=*"yi ^"* 

quod inter limitm et t secundiim utramque varlabilem iDtegratam^ nvtfjg&Ai 
i ^ %\xk^xdx —1 r^ . ji^j ^Ä-<^^»-*) - 

J. [1^2. «>•«+••]"+* ~ {,2n—l)aJo "** ^' 5y '''J'* 

EToIramiM expraaMonem /^^^^^) seeandiiiii ipttim cos/ dignitates aseen- 
dentes» Eum m fiaem obserroi haberi: 

ideoque cum sit 2a(co8ar — o) as 1 — a^^^B?^ fit: 

iP + 2aco8/fi = 1— o\ 
Uode habetur evolutio quaesita*): 

24. Ä-<^«-^> mz [1— 20 C08dP+ c«J-<*^*> 

2w--l r 1 , gcos>^ , 2ii— 1 o^cog'y | 2ii— 2.2if a»fo>»y 
** V[(l-a^)*^^ l2ii— 1 + V(l— a») "*■ 2 * 1— a» "l O •V[(l~a*)»l 

^^ 2n— 3.2n— l,2w+l o^cos^y , 1 

Uode 

(2n— l)a* d/ 
i4 a\.H • 2i r^ tt€% 4\ oeoBy . 2n*2«2ii a*rosV . 2n-3.2ii-1.2ii+l o*co8*r . 1 

Qua expressione secuDdum jr iotegrata a usque ad r, termioi iu pote» 
«tatet impares ipsius cosy ducti evanencunt; pro reliquis fit e (!•): 



*> V. Lacrcix Traiti de (X d. et L Toi. L pig. 28&, vU ponat loeo a, fi, f^ 
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1. C. G, J, Jmcobif Jvnmila trantfonmÜmU integroNum defbdtonim, \\ 

l,Jt.3....2m J, ^n^yw^ydy 

iA.J2ir^i (»~iit)(«— m'f.t)....(ii+m— I) 
2.4-,.» ' 1.2^.m.i+l.>+2~..>+m '' 

— 2.4_2i ^*"^^ •*^l*+ Oh •!=;?+ i.2.<+i.i+i ("11:^551....]. 

Cnde 

qiMd Mibstitutuiii' in (23.), formulam (22.) ab üL htgeniirt pffopodtm 
suggerit« 

8. 
B fomrali (23.) fadOe eäam detliioiB Enieri fomralani memorabi* 
ton. Posito eniim in (23.) 2« looo jp, — a loco a, fit: 

/• » cot2iag<fx n.ii4.1....ii+<~ l . « /. /* * ■iB«<2a?rfx 

y« [lrf-2oco82«+qri»= 1.3....2I— 1 "'^'"''"Vo [l+2a^2«+a^H'* 

ponanu» in ahero btegrali 

j^tang« «s fang/, 
nnde 

l+2acos2»+a» *^ ^» 

ideoquet 

f ^ co»2ixdx 
Jo [l+2oco»2«HPaT» 

= 1T3....2ZA 'k=-JfJ. [1-2« 00.2/+ «T^*tb''2yrfjr. 
Potito autem in (23.) 1 — n looo n, prodit 

y^ [1— 2«oo82«+o*]""'oo»2i«rf» 

«= ^-^^=7xfiiS7Z^C-2oyy^[l-2floo.2/ + «»]'-^^ 
qua formula in antooedente aubttituta, obtineturi 

yr» co«2iar<fjc 
[l-f2acoe2«+a?]" 

quae est ^regia formula, in qua Euleru* oUm multum ocoupatus erat. 

2» 



Sint if pif e anomaliae exoentrioa» mediai ezoentrkitas^ imd^ 

CoBioiM aut sinus multipli anomaliaa axoantriaae In sariea iolliiitaa er 
toTi quae secandum coainus aut mm moltiploram anomaKae mediae 
oedunt: 

sinn f CSS fl8iof(+ 7rsin2fft-H fr>iB3f« -{*••••» 

SB ^y*"cfc[oo8((i~/i)f— ietmc)— oo0((i+'s)f-*'^>inO]f 
fj? » — y sioi/xsioiif tffA asB 57;;^ ooaijüiooaiifrft 

quae iotegralium transformatioiiiB int^nndo per partes obtioeaCur« 
cMim Ul« Befsel ponimiw 



erit 



Front I par aut impari habetur etiam 

Tff« SS 1 /*"8m(*dM)8!n(2i+l)*.rfe ■■ ^ /"*ain (*ooM)oo8(2«+l)f.*^ 

und« traDsoendentes /^''^y /(iH*) gim| ooeffideote« evolutioinB ^ p a or um 

oos(itoosf), no(lreMr)y secundum ooainoB multiploruiii ipstua $ in 

4NM(/iroosO s 7i°>—2i^'>oos2(+2i^«)ooB4f— 2i(<9oo86e+ 

8in(i:cM<) » 2i^/>ooat— 2i^>oo«3«+2/;')ooa5c 

8i ooctnus et mdus multipli anomaüae mediae «eeundom ooainua et abiua 
multiiplorum exoentricae evolvendi lanty poaatur 

ooe<> ta A(0+2it<'>ooa<+2l<'>«oa2«+2if iMM3f+.... 

8in/> s r^nbn+ ^8ia2t+ i^'>iln3t +,..., 



• 990 



'•a«« 



— -»A 
€nl 

f^ sB-j^f"duintinntdt sb — y ^fi[ooB((i----A)f---Main«)-HNM((i«f-n>---Miiii«)], 
aire 

Tnasoendentmni i^^ natiiram fariosqiie usus h detemuoandfa integralibaB 

definitb «acposiiil HL Bessel fai oommeiitatioDe celriierriiiia de perturbatio» 
nibue, fuae a motu eolis pendent (AoaiL Beroh ad a« 1825)« In qua de» 
monstranl^ fimotioiieB IS^^ lf\ i^, i^, • • • • omoes per dtuui ex eamm 

mimero lineariter es^rimi* Uode pateC» eogoitui ooef&oieiitibuB eroIntioiiiB 
^^rom 008 f 9 mnif seoundum nmltipla anomaliae tnediae iostitiita^ ooeffi- 
oientes evolntioiiis ipsoniin ooenf, sin/if ex & Doeariter detemmiaru Eae- 
dem traoMendenieB oom ia theoria motua oaloris obveniant, etiam viri 
{Uustres, qin de oalore egerant^ varki eanim proprietatea pasaiin adno» 
tavemnt 

Sed bis nuBM tutkp transformemn mt^grale i^ per ffocmidain (7«)« 

Cimis ope^ poMto teifecdn f(z)^OM(kz)^ /(«}»iän(^«)» oraftnr: 

r.if^ «(-iy/7oo.(Äoos#)oos2/t.rfe «_^/^oos(*oosf)tin«t.A, 

r JJ^'> « (— iy^8iii(*ooef)oo<2i+l)f.rff s --^^^oo<*oo8Ä)dn**^f .rf^ 
imdei si?e i par sity sive Impar: 

Quam traosoeiideiitiB /^ espraBsioiieoii et ipse ill« Beseel (!• o» form* 53) 
per artifioia partioularia demonstffayiU 

10. 
Addern exemplom de iotegrdi diiplioi Cranafonnaiido^ q^od et ip» 
snm in asttonomioiB vtile esse poteak Sit 

/cW(coa^,eo.aO-^^^^ 

rf post düfe wa tfatiooea ftotaa poniiiir yssüozxp zssüobx^: oblioedir e 
ffonmila (7*)^ varialiilibiis jt, ef^ alteri post afteram apptkatoi 



14 it €L O. J. JacoM, farmtAm iran^ommiloHb itUigrotiiim iffinitorumi 



Sit 

erit e (25.)s 



-l.l.a....2('— 1 y« y» L/-l-2l'«owr+2r'«tMe^'*t^* 

Siot duanim pUwnwhurwm orUtae cboultr««, nda o, o', iwiiinalk» /» «oo« 
maliae 9> ^'* Qntrnm plaaetanim dhtartke vec^rooM iita potottes evoU 
reoda proponatnr teonndntn multipla ijpsornm <f^^{•^, (p-~^i ^piM aÜ 
erointio 

[a* — 2 00^(008 9 cot ^•4*^'^ ''"'7*''* 70 '4'a'*]* 

mmma extensa ad numeroa i, i' et poritivoa et n^athroa a •— oe wqaa 
ad +<»• PoHto -8- looo n, porro 

/»a*+a'% ;'aa-.aa'e(M*i7, /'' a — ao'sin'ii, 9— 9' s #, 
erit e (26«); 

1 /*" /** w>«<<gco><^aKrfaprf«^ 

''W' ** *»^ / / r / f / \ 1« 

^Jo^o [o*— 2«Ä'(cof*^coi«+dn»ycot«')+o'«]* 

posterior expreasioi com et orcEnem oo^ffioieotis pi^y bene maniiiBile^ 
eomputtts per qoadraturas plaoet^ eonmioda tit^ in pertuAetionibai 
me potes^ d inoiinatio» uti in leoeotioribai plenetiB^ maiiwegie est» 

11. 

Formnia (7.) etiam ndhiberi potes^ Talori bäegnßBj Uütmiipdip 

ninandoy ti i in inftiitnm creedt« Qoae poeottur determinatio» ot^ 
» 17 in aeriem aecimdmn eoraun multqploram ipsioB (p prooedentem^ 
DTWgentia aeriei in^aari pomt# TraMlonnalo enim per (7«) inte» 



1. C G» J* Jaaohi, fmnalm tnm rfun t uH i mit liifiyraKiMi d ip UH t ru m» 15 

grau propositoy UttmKp d^ In Sonotanj FtSn"^ d^, huio pro / infi- 

oito determiiHuido appUoari poCest methodus Laplaeiana pro integralibusy 
qnte mb b^do integrationii taaffiSm eo^noitilHin afBouintur» prozüne de- 
fgtminandh« 

ffit ex. gr« 
«rit e (7.)* 

"* 1.3....(2i— 1) ^ V, U+2ye08«J [Z-f 21^008»]"* 

Quaeramui ndorem maziinam exprenionu, sub s^gno integrationis ad /**" 
dignitatott elatae, qna^ posito ooaxssy, fit 

>ia*J> 1— y« 

Ciii» dÜfoentiali ss podto, fit 
nnde prodMmt dao Vj/Af^ y Totores, 

quorom produotum cum rit ss 1 , alter unitate absolute maior erit, alter 
absolute minor. Posterior eligi debe^ cum y ^ oosx ideoqne miitate ab- 
solute minor; qui valor, si, quod supponimus, / posttiTay radioali positivo 
respondet. Habetur autem pro wlore ilio 

/+2I'/ "" ly-^2l'y* ~" 1» ~" 21'* ,~" l-^V(t* - *lf)> 

qui est ralor maximus qnaesitus. IKfferentiale seoundum expressionis 

1— y* 4y--f _t_ i /4-2fy 

1+21^/ ■■ 4l'*(/+2/'y) "'' 2V* 4/" » 

respeotu jpdns 7 wmitiim, fit pro valore ipsius y assigiiato» 

f'.-4y» —2 

Unde posito 

V «. -f-fya'-40 « 

J ^ 2? Vi' 

prwenit: 

t-y^ _ 2 «* I «5* .. 

ideoque pro i infioito:. 



10 l, C. O, J, Jaeohi, formäa iraiitfor mal ti mU ifiUgrofUim Jltßtaiorum» 

Porro fit pro i infiiikot 

Integralis UmiiM pro i infiiiilo saniere Uoet « — ao inqoe ad -f*«} >ntei 
quo« limites habetur 

Quilnis ommbos tabstitatii, prodit pro i infinito: 
Si Btatoitur /sssl + a', /'•■«, fit e (28.): 

Eadem exprenio habetur e ionnala ill. Legendtt (22.)c 

30. A « ''•"+?7'"t''"' (t~aV(-«yir« 
Otraque (20.), (30.) üiter se oomparata» prodit pro / infioito 

^** 2.4.,. .2< '7?S5» 



quae WtMitü nota est fiDrmuku 

12. 

Quaeramus iam ralorem dnpfids {ategrafis 

■■/, /o Cl+2^co9x+2^'co•'^ 

primum, si alter ntuneroram i^ r' infioitus} deinde, ti ulerqae b infiro« 

tum alnt. 

Sit igitur i {nfinitns, f fioitus; pODondo 24-2/''oo8«' looo / fai 

(28.), obtiDemus: 

Expreflnonis sub signo hitegrationis ad i^ dignitatem elatae valor maxi- 
muR respondet, Hcfuidem /" positiira, yalori x's^v, Poiito igitar «'•t 

TT — ^» fit 



I. C, G. J. Jaeohi, formiih trant/onmttiMis inte^ofium deflhitontm. 17 

Unda 

Cum ^ Sit alier Km» integratioii» propositae necjiie ulterti» x' eKteoda^ 
tur^ limitM rMpratu ipsius t erufit et op« Facta integratioue, pro i in- 
finUoy i' fiütfo proditt 



S.i-l 



siqaidem ^" iKJsitiva accipitur. Numerum /' videmus in valoro apposito 
tantum gJgoum aiEcere, faodem forinulan> e (31.) ctiam sie repraaseU" 
tare licet; 

l.g.3....i.t.2.3...,i L /''/''' toii X cQii' x^ d X ä x' 

• l'.3..,.2*-l.«.«4-l....«-f «-i*^*AA jJ + 2<'cübx4-2/"co»A']» 



(*-*/ ■ 2Vr V/— 2/"+Vk'— 2''0' — ♦'•)' 

Si i' eiusden» prdinis est atqu« //, ponatur 

«juae erit quantites finita; fit oo>*'j»' — («»/'(a- — ;^) « (— i/cos/^ 
Vnde cani babeatur uota Formuia: 

aUera pars aequationia (32.) ve» (33.) adhuc multiplicaada erit per 

lam ad alterum casum pergamu«, <t^o y quantitas finita. 

13. 
Sit igttur -T- s^ 7* quaotitas fioUa i p«r formuiam (25.) invatiimut (26.)i 

CrtlU'« iovrnal 4 M- Bd. XV. Hft. 1. 3 



18 i* C G. J* Jmeohi, fernndn trtmrfofinmHatUi integralem deßnücrunu 

Sit cotdp = yy casjr^ = 2?9 ae qnaeramus «xpreisicmift 

alorem maxinratn» ExprestrioDe et secimdum y ei teeuDdum z diffemi- 
tiafa^ et differentialibus aihilo aequiptfratSü, prodeimt aequationet: 

a quibus ipflarum y^ ;c valores^ qui expremonein propositem maximam red-* 
danty petendi sunt.^ Quibuiip myentia^ habetur, si ex aeqiiatioiie priora z. 
eliminasy sive e posteriore y: 

ideoque ralor maximus quaesitus: 

Observo^ quod aatura probtematis poMit, aequattonis (34.) alteram in alle» 
ram abire, perrmitatifi l' et l'*j y et z^ simulque poAito — loco r. 
Sint y= C| z^s^ b ralores quaeBtiif erit e (34.): 

unde: 

1 — a* • 1—6* I — a* l — Ä* 

Quibu« aequationibus si pro datb ipsorim» a^ b valoribua saÜBfity ittdem 
etiam pro valoribiit eorum rectproeia satfsfieri patet* 

In looum formulae (36.)9 acoito multiplioatore Pf sobstttuamiia 
aequationea 




•y-^ = /-(l+4/»'/")=^, r.5±il-/(r'+4/iV«)»B, 



«rukur 

J + B tss p.l 

<!«» aecjuatlone pw ^ — S nmltiplieate» fit: 

und« 

Qpl.A s= 1— /^ 4.;,'[;/4.4/'/'— 4/"/"], 

2pl,B «= (i— r»)+fH^'+4^'^'+*'"n« 



Quarufn aequttionmn al(er<iira c^uadrnta, procUt? 

aiquidefn teevitatis causa ponkttr 

£ = (/+!2/'+20('+2'-— 2/'0(^— '^''+2/<0(^ — 2/'— 2/"). 
Integrale proposHum ne Inter limHes integraÜoiUs in iofhiituin abeat, sta- 
tut debet, Bummam ipmirain 2^, Z^* pMltiv« «oeeptarmn ^se / minoram 
AMe; unde £ semper erit poritira. ^o «asn faabentar ipiias p^ duo va- 
lores poflitiTi, dati per Bequationam : 

E.p'z:=M+il^R, SIT* P^SFIZ^iVr'^^'E » 

•i br. o* itatttitur« 

^f Ä ( 1 +/*)//— 4 (1— r») (/' /'— i"/"), 

R = r\//— 4(1 — r»)(r' /'/'—/"/"). 
£ fonrnnlis, quibus pJ^pB rationalHer per p"^ exhibuimus, £t: 

p.J _ l—VB p.B __ r^l — ^R 

l— r»~"M— 2/VÄ » 1— r» "" JH — 2/V"/I» 

sire eom nt 

1 — r» 

f '=y(ji-2iyj»]« 

provenit 

/-Vit „ r'Z— V*>? 

unde 

A—i /-V'R--VTM-2?\^Äl 

• — wy 2CI-'-*) ' 



«ive etiam 



2r/> — 2(1— r*^)« » 



2/-/» 2(t-*^)Z^ 

. 2/"p _ 2(l^r')r 

I« exprettionibm «nteoedentibus ;du» inveiiiuntur radioafia, ^R et 
/[Af--2Z/Ä], e quorum daplid «igno quatuop prodeunt ey^stemata va- 
lorum ipsorum o, *. In evpreaslouibus autem A, ß, />, a, A radieali» illa 
eodem signo acmprenda sunt; quo Ifioto ralores eorum eorcevpondentes 
«*ne omni ambigukate detenninantur. 

S! radicalis /[il!f— 2/y^Ä] eignum in opp<Mdtum routas, eodem ina- 
nente /Ä, abit/) in — />, «mulque «, i in -^, y. Quod patet e formulk 

3» 



sive etiam ex ipsorum a, h valoribiui ^ eam «it 

M-^B st //— 4(1— r*)*/'/^, 

QiitiititateA JT, ilf , A aemp^r sunt pMitiTae; pomo oom mx 

lIP^Jtll.R mm (t— /^»B, 

enmi expressiones Bi+ 2 1 /* A utracpio posHiirM« Si^ontimtt« quod licef ^ 

i* 
"* =s — ^ 1 ; sequitur ex aeqiiationlbus : 

6Bse 

Unde Kqiiet^ ^i /*i2 positive aocipiatur^ expressiooes 

eodem tigno affeotas esse, et quidem^ si ^[^«— 2//"^] positira, utrani* 
que fore positivam^ ideoque utramque a^ b unitate absolute misorem; si 
V^[M — 2//"/?] negativa y utranique J^ B fore negativaniy ideoque utram- 
que a^ b unitate absolute maiorem« Porro, si ^R n^ativa^ prout 
^[M'^2l/'R\ aut positiva aut negativa^ fore aut A positivam^ B nega- 
tivam j ideoque a unitate absolute minorem ^ b unitate absolute maiorem ; 
aut A negativam^ B positivam, ideoque a unitate absolute maioremi b uni- 
tate absolute minorem. 

Sequitur ex antecedentibus^ siquidem summa ipsarum 2l\ 21" po* 
sitive acce|1tarum ipsa / inferior est, quod in integraii proposito snpponi 
debety semper dari systeuMi et unicum quidem valorum yssOj z^ssby 
unitate absolute minorum; qui valores, si /*<[t> quod supponere iicet^ ra«* 
dicalibus /"ß, ^[M — 2//*fi] positivis respondent, Eodem modb probatw^ 
si r>l, valores illos req[>0Bdere /"Ä positivo, ^[lU — 2//*/?] nagatiro« 

Talore» ipsorum yf x, quonim in quaestione proposita usus est^ 
unitate absolute minores esse debent^ cum s»t y ■^oos.r^ zsss qmx\ Unde 
expressio proposita 

[Z + 2 i' cos «-}- 2 /" ros X' V'*"' 

nonnisi urfum maximum habet, Quod invenitur e (35»)^ si ^<^Xf 
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ulraqus imhümU poshive aocepto» 
Si rsl, fit 

f^VT' ^ — Vb ' " 7=1 * 

—in' . — 4//^* 

Kwximum '^aesitum fit: 

2 
'^ «—4fl'— 4r./"+KJ2* 

QuacrwniM iam Talores, qnos indunnt diffiirfliitialia seounda expre«sioou 

[/+2/'j'+2/"*]'+' ' 
ai pwt dÜFereatratHHWS ponitur y^ssa, sxsb, Differenlialia prima ipsius 
« habonus 

71 = ;T=r -)w;y+ai»-.) K'+'-)^'+''''-('-''>'"''+'^'''-y»J- 

Qoibus itenini differeotiati^ cum pro raloribus sub^Citueodis y =s a, zTs^lf 
evanesdant 

(l + r)/"+r/«~(l— r)^'«»+2r/'ys, 
prodit : 

d*u _^ ^2m [f 4-2(1— r)^<t4'2/^^M 

d^n _ — 2^[rZ — 2(1— r )Z^^I> + 2r^fll 

dz* {i'-rl^){l + 2l'a+2rür' * 



• 'mmmt^^ 



dydz ~ (l-a*>(;-f.2/'a+2/''6) "^ (1— fr*J(/+2Z'a + 2r'&) * 

Qoae expressioues^ e formulis hiventis abeiiDt ia seqiientea: 

</></* ^l4-r)(l— a*)Cl— ^'; ~ '^^ 

iiode 



«n, flfl — rrt+r-<t-r)(,»^t«)^(l+r)a«/.M 
«7-.ßß — (I4,r)("i-«»i»(l-6r 

(fl+r*^) py/t 

Ponanuw iam 

erit 

lZ+2/'co8X+2/"co»a;'3»+'~"'*I* i +7^*"»J' 

unde pro i infioito 

l{/+2/'co««4-2/"co6«')''*""J [/+2f',coiap-f-2i"co8x']'+" = f* ^* 

Fit porro pro / infioito: 

(/+2/'<osxr+2Z"0O9«') 
1 t d/<ff^ p'dtdt' 

lategralioDMi limite!« r««peotu ipMmm /, /' .fioat < — oo et +<^; inter quos 
limites habetur 

JJ'^*^^* yriay-ßß) \rp.fi 

Uode tandem /»ro /, /' infinitis evadit valor integralis 

/»jf y>.T costar cos i'tc' dx dx' 
A-/o [/ 4- 2 /' CO! a? + 2 «" cosxT ' 

si /', / /« rafione finita manent -:- ss= r ; 

'^^ i • 1 3. ...21-1.1.3. ...2.'— f: !E? -^ 



ubi 

itf =s ( 1 + r») / ;— 4 ( X— r*) (r /'— /";, 
radicoUbus positive acceptis, 

Faotorem «imenouni e (3.) etonn sie exhiberi Uoet: 

•l.3....2i— I 1.3... .2»'—! 
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Cmu speeiali, quo / = /', Irss 1^ fit pro i infnito : 

J ^ Jo [(^ 2 l^cos x + 2 /''cos x']" 
1.2....i.l.2....i '^^ *[// — 4l^/'-.4/"/" + V"£]'*^* 

8i stataitur 

Dt 

un^, dejsignantibus a, ä fuantitaU^ realem unitate absolute minores^ 
habetur pro i infinit o: 

J r *-^2acosar + a* , 1 — 26co8jr'>f ^^ 1* 
^ *» L 2(1—«*) ^ 2(1=1^) J 
— » y'+>->>-h2-*^>it+2 iwl ,// (l~a»)<l^&a) >^ . ^ 

~ 2.4,...2i.2.4....27 y\ 1— a»6* /'^ ^"^^ 

QoM sttis aimpliees «uot formulaeu 



14. 

Data oooa^ione^ addam pauoa de integralibus 

r^ r^ ^^* ' ^ ^^* '^^ d X dx^ 
./o /o [r+ 2 V co»a? + 2 /" foso:']'* 

eoruBiqoe similibuK; quae alio loco demonstrabo« Ac primum obaenro 
generafiter, quod est theorema magni momenti, designante A functionem 
ipsarum eozxy sinx, cosjc^^ sinx' rationalem guamcumjue^ ^emper posi^ 
tivam^ integralia 

r ^ r " cos ix cos i'a?^ dxda^ rn pn to^jx sId i^ac^rf jt c?ar' 



A' 



pn prft fti'n i\y cos i ^x* dx dx* rn pn giiria? sin i^ x' dxdx^ 



/jro divef'sis ipsorum iy i' vnloribus integris omnia per numerum eorum 
finitum Uneariter exprimi. Et per eadem Kneariter expriimmtar integra» 
lia illa pro expouentibus iptiua A a propoaita n Dumera integro quoUber 
dffiBrentibtiSr 



Iiitegralia 



omnia per fuatuor ex eoruni namero lineariter expriini petmnt. SU 

+ «iii «^' (a"-^Ä''cosa? + ^'' «» ^)j 
iotegralia 

J, /a Z?J ' -/o /o 'ET' '' 

/•^ r^ $10 fjc cofi'a:' dx dsnf /' /^^ tjniy ript ^or^ dxdix^ 

J,Jo ~ 'Ä- ' J.Jo ~^ S^""^ ' 

omnia i>er Septem ex. eonum numero lineariter exprimi poBSunt« Statuamus 
ex pressiooi anteoeden ti ipuiia A acoedere duot tenmooa df)os2x^d'0os2jc^^ 
forma ipsius A oonvienit quadrato diataiiliae duaram ptanetarunii per aap» 
iDalias earum exoentricas expressae* Quo casu habetur dieorema: 

,) Duarum phnetatump fuae in orbilis ellipticis moventutf distantiOf 
^^ad potestatem fuamcunfue elata^ si in Syriern infinitbrn evoluenda 
fjpropomtur^ seeundum coeinus ac ^inus multipiorum anomaliurum 
^^ earum excentricatum proeedentem : evoluiionis eoefficientes nu^ 
^ymeto dupliciter inßnitae omnes per fiiindecim e^ earum nu^ 
^ymero lineariter exprimi possunt.'* 

Ca3u I quo summa ipsarum 2 1\ 2 1"* positive accepiarum ipsam / aequat, 
integralia 

rr 

revocare conttgit ad produotum duorum integraliitm eüiptioorum, quoruna 
moduli alter alierius compLementmn, Sint eoini./^ /'' pMitivae, lszl*^l/'^ 
ac »tatutitiir: 



^ CO» i X ro» i* xf düc d x: 



_ vr(/>^r)^.y/. 2V2: 



inveniy quoties /'>/• 
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quoties i^iU 



Cum 9it Xr=:— r--. modulus h e niodulo x^ per transformattonem Lmtde^ 

nianam pcovenit. SI 

/ + 2/'coax + 2/^'oo8Ä?' = l + f?a [c0s'-icosjc+ sjn^-| co«x ] + ö', 
eruihir easu quo «=: 1, 

K = tang(45'— ^), h = taug j, 

1 „ 1 1 _ t 

Quae formulae oasum coocermifit^ (]m> duanim ' plan^tarutn distantiae me» 
diae a sole io^r se aequales exmtunt« Qtio casu evoIiiHone« vulgares ae» 
cundum ioclinationi9 potestates defidunl« 

E formulia autecedentibtiSy qiiae Siatia dilBeilea iodagato erant, aliae 
multae et ipaae Talde memorabile» fluiint; da quibiia omtiibus alio loco 
uobia agendum erit* Si i ss i'^ duae prodaimt diiplicia i^f^gralit npp rae^ 
seotationea per aimplida^ quae per substitutionem 

»aa(pA(A,9) = %\u2yp^ 

altera ad alteram revooantur» 

15, 
Si in formula (7«) aubatituiiDua looo aia^^a^ etua evokitionem secun* 
dum CDsious multiplorum ipsius 2x^ proveoit: 

/TT 
f(consp)eonixdT = 

53;^/> (CM.) [l- 2 ."f|j CO. :i « + J . ,.:^i^ c«.4x - . . . .] i,. 

Ubi siDguIa iotegralia mrsua per eairdem (37.) tranaforioaurur posito atto« 
ceaaire / =»2, 4^ 6 eto.^ prodit 

2.4.6—.2// /(co8x)oo»iicrfjr s= 

Ci^Ue'f JoQsnal d. M. B4. XV. Bfcl 4 
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Qua repedta trandormafione parvminras ml seriMi fnfinitam, per quam 
integprale propotdum pepraMentare licet, 

3«. /^f(!iioi»)imi*dx »/"««»r«/"— ß/f**^l4.«x/'C'*«-.f/t'>«)-f.. ...J, 

libi /f-* deugnat ^lus jJC " wi»rwn pro sts costr, afque ä, ß, y, a, .... 
sont numaci ooostaataa« 

Sit ifx SS cQ5(x z) , i numerw par^ eriC • (38.)* 

Sit /(s) SS sin (vx) t r numernt fmpar, crit « (38.): 

/ «in (x cos x) oos f x rf r 

Uii4« pro i rire pari ai?e impari ilt e 9. 9..: 



39. »+ß«Hy«*+**M-.... «= -J=^ 



»• 2. 2i4-2 ^ 2.4. 2i ■ t-a.21-4.4 2.4.6 2i4.2.2/44.2»+6^"** 

2.«.6....ii- X' 4* x^ ^ ' -5 



>• • • 



de qua formula mmterorttm a, ßy y, j; . . . . determmaKo p«H potest. 
9. JuK 1835. 
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2. 

Über den Ort s&mnitlieher Re$ultaDten eines der 
Drehung unterworfenen jSystemes von Krallen. 

Ah« Foi1ieteiiii§ der Untomuchung iibtr eiMn Mitteipunct nicht parallefor 

Krüfte^, Bd« 14. Hft. 4. 

(Vom Hnu Dr. I^d. Mlniing ra BerUn.) 



In den Forrodo O^»)} 0^*)f (7&-) dw Abhandlung 21. des i4t6n Bandes 
kann man P und Pg gfeich jNuU annehmen^ also nberbaupjt ^^ f^ r ah Sei- 
tenkrafte in drei beliebigen auf einander senkredtten Richtungen ansehen, 
deren Neigungen gegen die Kräfte unveränderlich gedacJit werden. Wie 
schon früher geachelieQ^ werde auch femor der Anfang der Goordinaten 
SQ gewählt^ dab sejl: 

134. / 0'' == PP'' +99'' + rr" c= 0, 

Der so bestimmte Anfang der Goordinaten soll von jest an der Centrtel«< 
puuct des Systemes genannt werden. Geschiebt insbesondere die Zer« 
legung nach drei auf einander senkredbten Richtungen ^ von denen ^ne 
der aus allen Kräften zusammengesetzten BGftelkrafjr parallel ist, so wird 
yjsssl, f ssO. täO, also nach (134.)/ = 0, /'=:0, p^':s:0. Es be- 

deuten aber ^^ ^-f -^— überhaupt die Coor^naten des Sohwerpunctes 

aller mit p pwaOelen Seitenkrafte ; folgUch fällt der Centralpunct mU dem 
2SMhwsirpauct# der dar Mütelkmft parallelen Seilenkräfite zusammen. Dies 
ist aber im Aligemeinen nidbt mehr der Füll, wenn die Kräfk^e naoh drei 
nieht anf einander senkrechten Biehtungan, von denen irine der Mittel- 
kraft pandM ist, zerlegt werden» -^ DI» Gleiebof^ einer dureh dtHiCen* 
tralpunot aenkredit anf den Durabschnitt beidrr Mittel «Sbenen (123.) ge-* 

leeten Rbran irti 
^ 135, fl^^+-fi^''y+ ^"'« « 0. 

Man erhält ab^r« wMfi ans (134«) p^ ^y r eliminirt werdeni 

daher nach (114.), (119.), (120.): 

4* 
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fF'p'^Wp^'^W'p'"' = 0, 

W q'-^^ W q** Ar fT'*' il"' Ä 0, 

Die Ebene (135.) geht mithin durch die Schwerpuiicte der mit p^ q^ r 
paralicüen Seitenkräfte des Syatemes« Sie heif«e die GentraUEbene« 
Es ist kiari dafs^ wie man auch die Kräfte des Systemes naoh irgend 
drei Richtuageo^ senkrecht oder nicht, zerlegen mag , die drei den paral« 
lelen SeitenkrSHten zugehörigen Schwerpuncte immer in derselben Ebene, 
ulso rn der Central« Ebene , liebten müssen« Werden daher die Axen der 
dP and y in dieser Central -Ebene angenommen, so ist ^'"s=0, jf^''=^, 
r''^»0, oder überhaupt (79-) Z-^O^ Z' = 0, Z^rsO. Zugleich föllt 
dann die Axe der x fn den Durchschnitt der beiden Mittel «Ebenen« 

Himidhlh^h der Li^ge dieser drei Scfav^rpuncte bieten sich die fpl« 
gendeti Fälle dart 

Erstens die drei Schwerpuucte fallen in einen einzigen Punct zu« 
samnüen« Dieser ist dann Zugleich der Centralpunot des Systeme« ; die 
Groisen p'^^ p"i ify f^\ r\ r^^ spnd mithin sämmtlich Null; zugleich ver- 
schvfinden auch (77., 78.) X, X\ X% T, V, T's folglich ^ird die Be^ 
dinguttg F^a^Q in jeder Lage des Sjrstemes befriedigt^ oder das System 
hat in jeder Lage eine durch den Centralpunot gehende Resultante« 

Zweitens die drei Schwerpuncte liegen in einer Geraden« Ofien« 
bar werden sie dann immer in dieser Geraden bleiben, wie man auch die 
fCrSfte zerlegen nuag. Wird diese Gerade^ in welcher sich auch der Cen^ 
traipunct befinden muls , zur Axe der x genommen, so verschwinden mit 
P'\ 9''i r"' zugleich Y, V, Y", daher die Bedingungsgleichiuig (60.) über- 
geht in: 

136. (O'X— nX')sin 4^ sin Ö + (ItX''— n'/Jr)/+ (fl^-X'- U'X'')^ =: 0. 
Zur Vereinfachung der Formeln nehme man f und r senkrecht auf der 
MstteHcraft^ also /» jparaltel mit ihr ^ so wird /»asl» ^ssOy rs^O^ daher 
auch noch p's^Q. Alsdann ist nach (76.)^ (77«): 

137. n = sin^, n'«0, n"«oosX, 
138, X SB (r*sin(/ — i^^cosi^)cosA| Jf'«a ^siaa+r'^^osti^ 

X"^ sx (^'cos/i — r' sin u) sin a. 
Zur Bestimmung der Mittel- Ebene erhält man sofort) nach (SO.)» (81): 

1 39. n^' t= cos A = , X'' cos 9 = 0, X" cos ^^ sin tf = 0. 
Ferner nach (ÖO.)i da j'ä— /, x'sa/'ist, 
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also entweder 

oder 

141 • *. / cos li — f^'sma 5= 0» 

Wird derWerth von a aus (141« a) gewühlt) so fet nach (138«) X nicht 

Null, nnithla mufe unt den Bedingungen (139 ) m genügen, gesetzt Werdens 

coedasO^ eesv|;ssO« Deher wird die Gleichung der Mittet -Ebene (6i%) 

142. « SS 0, 

sie m( ahfo die Ebene y%^ iii welefaer alle Resultanten im (^enti^louiiete 

«isaminentrelKNi. Wivd ferner ä» Wcrth von dr au^^ (141 #4) genom» 

men, so ist X^'ss 0> Und die Lage der Mittel^ Ebene wird nach (OL) uirp 

bestimiM« Die Bedtngun|[ (1660 giebt yadoch In diesem Falle idn<<s4^ 

folgUch als Gleichung füir alle Mitiel- Ebenen^ nach (61t} 

I4S4 ;>^.sinft~z.eos^ s 6; 

und fllr die hi ihnen beGndKchen Durchschnittspuncte der Resultanten 

(vergU 100,^ 6a)r 

144. y* /'(y^^'i-'^^cdair, *=ä v^(f"^4T'^)-«nfl. 

Mithin gehen I wenn die drei Schwerpuncte in einer Geraden (Central« 

AtC«) lie|ten> die sämnciflichen Resultanten duri^h diese und einen auf ihr 

aeokrechtnii Kreis» dessen Mjttelpuocl det» GentitalKunrft ist. -- Von der 

Entstehung diesea Kreisea Itann maa sich iihrlgeos auf folgende Weise an<» 

aehaülieh Reebenschaft geben? 

Nomlich wenn die KrMe eines Sjstemes ohne Änderung der ge» 

g<;nseitigmi Neigungen um ihre A ngrifTspuucio godrebt werden, so dre 

be>m ti^ die Summen ihrer nach irgend drei Aichlungeo genontimeoen 

Scritenktttiire um die ihnen zugehongen Schwerpuncte, welche fest bleU 

beut Hieriief wird, nun vorausgesetal, defs keiner rit^r Schwerpuncte ia 

aineodliche Entf^muug föllt« Liegen also die drei bohwerpuoote in einer 

Geraden^ so kann man «eh begniigcn, statt des vorgelegten Systemps drei 

KrSfte /.u betnsehten. deren AngHffS^uncte in einer Geraden liegen, ist 

dieses System so gasteilt; dala srine Krlifte sich durch eine einzige er« 

setzen lassen ^i so gellt diese ebeiifans durch june Oerade oder CentraU 

Axe« Eine Ebene S, durch die Resultante und die Central - Axe gelegt, 

ist aber nothweudig eine Mittel Ebene. Denn m^n aerlege die Kräfte 

nach drek Richtungen, senkrecht aufeinaader, und die eine senkrecht auf 

der Ebene £ m ist surdttlerat die Summe der Seicenkrafte in dieser auf 
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£ senkrechten Richtung NulL Ferner ist das susammengesetzte Paar 9 in 
einer auf der Resultante senkrechten Ebene, nach der Voraussetzung Null ; 
daraus folgt aber in dem vorliegenden Fallci dafs auch das Paar, welches 
die auf der Ebene £ senkrechten SeitenkrBfte bilden, verschwinden mufs ; 
w. z. b. w. Da also die Ebene £ eme Mittel- Ebene ist, so enthält sie 
einen Strahlbuschel von Resultanten. Unter diesen Resultanten giebt es 
eine, welche senkrecht auf der Central -Axe steht. Man gebe dem Sy- 
steme die zu dieser Resultante gehörige Stellung, zerlege hierauf die Kräfte 
nach drei auf emander senkrechten Richtungen, die erste parallel mit die- 
ser Resultante, die zweite parallel mit der Central -Axe^ so heben rieh die 
Seitenkräfte in der Central -Axe völlig auf, mithin mufs die senkrecht auf 
der Central -Axe stehende Resultante durch den SiAwerpunct der ihr 
parallelen Seitenkräfte, d« h« durdi den Centra^unct gehen« Wird so- 
dann das ganze System, gehör^ gestellt, mit der Mittel- Ebene um die 
Central -Axe gedreht 5 so ändert skh dadurch nichts in den gegenseitigen 
Verhältnissen seiner Bestandtheile ; es bleibt mithm der Mittel^punct des 
StrahlbSschela in der bewegten Mittel - Ebene fest, und beschreibt also den 
in Rede stehenden Kreis, 

Ich gehe jetzt zu dexa allgemeinen Falle über, in welchem die drei 
Schwerpuncte nidit in einer Geraden liegen« Von dem Dreiecke^ wel- 
ches sie zu Spitzen hat, läfirt skh folgender Satz beweisen: 

Wie man auch die Kräfte emesSystemes nach drei beliebigen Rich- 
tungen zerlegen mag^ so ist das Produot aus dem Dreiecke, welches die 
drei Schwerpuncte der einander parallelen Seitenkräfte zu Sintzen hat, in das 
Tetraeder, wovon die Summen dieser Seitenkräfte^ der Richtung und Grölse 
nach, drei zusammenstofsende Kante bilden, jedesmal von derselben GröCie* 
Denn es seien Pi, P«» Ps *© Sununen der drei Seitenkräfte ffir 
eine beliebige schiefwmklige Zerlegung, jr», yxS x^^ yiS x^, y^ die Coorw 
dinaten ihrer Angrifispuncte m der Central -Ebene; ferner Pf f^ r drei 
auf einander senki^echte Componenten desselben Systemes, deren Angrifis- 
puncte die Coordinaten ^f ^i ^, ^i y^ y- haben; so kann man 

setzen (ver^ 73«, 75.)* 

p ^ P^oMTri +PtCos5r, +Ps00s«rs, 
145. { 9 — PismjTiOOSiCi + PismTtOOSXj + P^sinTsCosxj, 
r Ä PtsmTi 8mKi + P2«nTiSinjC3 + PsMnsr,sbiC3. 
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147. 



Faraer m kürzeren Zeichen: 

***• \p''xXPxoM7r, 7''r=r 2Py sin»-oos?it, i^'= SP/smsr sinn. 
Au» (Kesen Formeln er^f^bt %%eh} 

y'V'~ 9' r'' 5=5 4- P^ P, (/»«, — Ja «i) »in r, »in^Ti sio (x» — JCt) 

-(•P p5(y2jc5 — y^jca) »inTjito7r,.8m(K,~Ka) 
+^3^1 0^3^! — 71*3) »i«y> «n5f, $in^Jt|— K,), 

r''/i'— rV' «=» 4-'^iP»(fi*« — ya^TiXsinriCosra «in Kl — rin^riOOifl'i sinKo) 

+ ^% '^ (Xi«i — T^ <p«) («« »"* ccMRJTj wn Ka — • sior» co8;r2 ftiaitj) 
4-P3P^(jr8a?i — yiWi){iinm^ewitiüuKt — «^"^' ^osxs sinxOf 

p'Y—pY' ~ +^iP2C/i««a— y2«?r)(«feTjC0S3ri cosjfc — sina'^ co8arx0osKi) 

+ PaPj(yjjr5~'y3j?2)(wn^3CQ57riC50»ii^ — sinar?omrs008iO 
+ P^PiCy^a?!— yi^aXsinr^ oosÄ-j cosKi — sinTTj cosar^ oof Xt). 

Wird das Dreieck, weliihe» die Angriflß^piinete der Kräfte p, f, r zu Spitzen 
bat, mit A bezeichnet^ so erhellet aus dem Wertfae von ^^'^ (120») so- 
fort, daCs: 

148. ;5r''== ±^fr.3A; 

Wird femer das Dreieck^ dessen Spitzen dii» Aogpffi^unGte der KrSfte 
Pi9 P2» Pä «indj mit D bezeichnet, so ist 

Den RicfatuDgeo der Kräfte p, f^ ty P^^ P,, P, enfspreohen auf der Ku« 
gel sechs Puncte, von denen die drei ersten die Spitzen eines sphärischen 
Dreiecks mit drei rechten Winkeln iind« Die in den vorstehenden For* 
mein vorkommenden Buchstaben Tif Ta, 7t j bedeuten Bogen ^ welche den 
Punct p mit den Puncten Pj^ P,, P, verbindest und welche mit dem 
Kreise pf due Winkel k^ Y^^f u, einschliersen • Man n^me die von den 
Bogen sTii rsi; tTi eingeschlcMnenen Winkel P^p P2, PtpP%f P|/A w.» d^f^ 
ihre Summe vier Rechte betrage^ Alsdann ist| 

^ — ^i^PipPif Us-Hz^P^'pP^, 27f^Xt--lf3^P^pPi^ 
Man bilde sofort die ProdocAe ( 

1ain^sin^ein(Ki — N|) se gjtzf 
sinffa mw^ sin (k, ~ h?) "^ 8Rm 

welche die sphärischen Moduln der Dreiecke pPiPtt pPtPst pPiPi «lar- 
steilen. Wird sodann mit IDt dfer Medui des Dreiecks PiP^Pi bezdchnet« 
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SO ist 

151. 8»! tm^t-^-^t co»a'2 + SW, oost, == tW. 
Dieser Safs ist der unmittelbare Ausdruck der rormel (4.) 

wenu In derselben die Werthe Ton J, J% j4" aus (27.), (28.), <29.) ein^ 
gesetzt werden. Bildet man endlich vermittelst der Formeln (145.), (147.) 
einen zweiten Ausdruck fdr ^'", so ergieht sieb derselbe wie folgt; 
M^'f = P, PjP,.2D («Wicosri + S!»2 coaar, 4- 3Wj cosa*,!, 

nüthin ist 

152. p^p.A = PiPjPs.flR.i), w. i. b. w, 

AmnerJcJinf. Et in klar, dafs weati ein« der Sdlenkräfle. 2. B. P, , Null ist, 

tias Dreieck D uoendlich ^t^fs 'wird. Der Satz bleibt düh^r auch in dieMm 

Falle richlig. , 

Es handelt sich nup noch um die Bestimmung des Ortes der Re* 

sultaotent IVJan nehme, wie bisher i den Gentralpunct zum Anfange der 

Coordinaten, die Central -Ebene 2ur Ebene der j? und y, zerlege die Kräfte 

parallet mit der BCttelkraft; und senkrecht darauf , so ist: 

153. /)=1, 7«0, r=:0, ^';=0, /';=K), /''^O, y'''*.0, r-;«:0.. 
Zur Bestimmung der beiden Mittel «Ebenen ergieht steh unter diesen Tor» 
aussetsungen aus (90.) die Gleichyng: 

{f^ nmu — y' oose/) (r^ oos « + f ' «fiP «) 
+ (r^' s in tt — y^' cos w) (r'' ws «1 + /' sin u) ä= 0, 
, oder 

154. ^ (tanBe/)^4- ^ Vv+r^-^ ^ ^°g^ = ^> 

oder auch 

Dieser Gl^chmig zufolge sind die beiden Weribe von fangen immer ror« 
handeni mithia kikinen auch die beiden Mittel -Ebenen niemals fehlen. 
Ihre Gleichungen sind, da die beiden Werthe ron u sich durch u und 
i^-\-u ausdrticken lassen, nach (91«) folgende: 

Ur^sin«/-— y'cosi/)Är + (r''sin<i— f"cosv)y os: p, 

"^* j(Vcoso + f^sintt)jr-f (j'''cos£/4-9''sini/)y =s 6. 
In Verbindung nr^ (1M>) S^ht aus denselben hervor, daf» beide Mittel« 
Ebenen senkrecht auf einander stehen« £s ist daher gestattet, ihre Durch« 
schnitte mit der Central -Ebene «u Axen der x und y zu wHhten, wie 
foHan geschrtieii soll. Ätsdairn müssen die Glei^ungen 
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fSr denaelben Werih Ton if beida mgldeb bestebeo^ und foIgUob, duMb 

diese Wahl der CoorAnateo^ die Bedioguog 

156^ f'f^'+r'r^' ^0 erfünt werden. 

NSmUch in der Gmtralf- Ebene werden durch die Goor&aten des 

enftngliohen Systemes ap'ss^, y = ^0 ^'sssr% y ssr", zwei Punete 

l'^^thnmt, gegen welche die Dorchedmitto der Mittel «-Ebenen mit der 

Central «Ebene ao Hegen^ dafiiy wenn man sie « Axen eines neuen Coor- 

dinatensjstemes wShlt^ die beiden Rechtecke aus den Coerdinaten JedM 

Punctea einandw gleioh und entgegengesetzt werden« Sind also der Gen« 

tralpunct und die beiden erwähnten Punete in der Central -Ebene festge» 

legty so lassen sich die Durchschnitte der beiden Mittel - Ebenen mit dw 

CrätraK Ebene aus dieser Bedingung leicht finden» Wird der Ausdrudc 

fV+^^^ durdi Einsetzung der Werthe von f^, f'^ r^, r*^ entwickelt^ 

so ergiebt sich: 

157, ^f^'+r^r^f 

in welcher Formel Pi^ Pat •••• die Krfifte des Systemes^ »u yi^ .••• dio 
beiden ersten in der Central - Ebene liegenden und vom Centralpuncte an«- 
fiugenden Coordinaten ihrer Angrifipunote^ Vi$ it%f •• •. die Neigungen 
der Kr&fke gegen die Mitte&raft pp endlich i^^^iip •••• die Neigungen 
der El)enen pP^ pP^j •##• gegen einander bedeuten. Durch eine Dre» 
hung des Coordlnatensjrstemes kann der Torstehende Ausdruck (157t) 
allemal auf den Werth Null gebracht^ und damit zugleich die Lage der 
beiden Mittel «Ebenen gefunden werden« Dagegen erlddet derselbe we- 
der durdi die Drehung der KrSftey noch durch die beliebige Wahl der 
auf einander und auf der Mittelkraft senkrechten Richtungen der Seiten* 
krSfite^ irgend eine Änderung« Der Einflufii dieser Wahl auf die Lage 
der Punete (^V)» ('^^O 1^^ *>^ «^her zu einer noch grolseren Ver« 
einfachung der Rechnung benutzen« Nimmt man nfimlich an^ dafs die 
Winkel k^^ t^f tsf •••• sSmmtlich um ein Gleidhes (u) vermehrt werden^ 
so Tcrwandeln sich die GröDsen 



s=s SPjpsinTCOsI^ in j/ SB ^' oosu — r* slner, 

SS SPysinTcosi in y^ ss /^eosii — r^^sinci, 

CS ZPxünir rini in x^' ss r^ cos ei -4*7^ sintr, 

aes 2Pysin9r sinl^ in y" ;s? r'^costf + y'^sini/. 

OraBe't JooTMl d, M. fid. XT. Hft. 1. 5 
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Dabd bleibt, wie Iflicht zm s^od, x'y'-^x"y ^^f^'^r'r'' z=sO. Aus 
d«n Glaebimgen (158.) ergiebt noh, dafs die btSdonVtmOto (x* y*), (t^'y"), 
wenn mit dem Werthe von u sngleioh ihre Lage gefindert wird» auf ^er 
EUipae fortrücken, deren Haupt« Axen in die Onrohsdinitte der Bfittel- 
Ebenen mit der Central -Ebene fidlen, und deren Glejobnns Mt 



Man wShle demnadi den Winkd »so, dals die bdden Punote {»'y% 
{^e^'y") in die Haupt- Axen der Ellipse (150.) lalleD, d.b. man nehme 
«^'sO, wodurch zugleich y' »0 wird; so kann^ um dieBedmgung (156.) 
zu befriedigen, gesetzt werden: 

160. f^ SS 0^ ^' = <^ 
weldie Annahmen den in (153.) enthaltenen beiEufiigen sind. 

Die bisher zur Feststellung der beiden Miitd- Ebenen beobachtete 
Unterscheidung zweier rechtwinkliger Zerlegungen iaUen lassend, setze 
man m den Formeb (76.), (77.), (78.) sin\=], sittttssl;so wird: 

n=i, n'=o, n^aso, x=o, r==o, ^=0, r=o, 

X"=:0, Z'xaO, Z" = 0, X = y', r'sa — r''; 

daher (57.— 63.) 

fj^ = — r^eosö, Äsaf'oos^Jsitt*, iV^sa— r^abt^sin«— ^^ 

/8in\)«8in9 + r''/ ss —^ =s 0, 
oder: 

162. (^'sin 8 + r*' 8in^)sin\{; -|- r'^oos^ ooaO costp rs 0> 

Isin^sind./—^« es r'^oosö, 
sin (p sin 8. dp— ^« = ^'oos(Psind, 
*ar—^y sBs r^shitpsinö+y'/'. 
Von den drei letzten Gleichungen dienen zwd bdiebige, mit Hülfe 
der Bedingung (162.), zur Bestimmung der Lage der Resultante. Es soll 
sofort gezeigt werden , dals ihnen immer auf zwei rersduedene Arten, 
unabhängig von (p und ö. Genüge geleistet werden kann. NSmUch man 
setze erstens in (163.) y =0, so wh-d, wenn man statt r" und f' von 
fetzt an blois r und ^ schrdbt: 

164. }—*« = roosö, 
jl^ J *« SB rsintpsind-l-^l. 

A' = (y sin fl+rshi^)»+(roos?> 0080)% 
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•0 Ibigt «»(162.) 

ffierdnnb wird, nadk Wegsobaffnog des Winkels 4^ 



IM i^'^ "" <r+f sin^sin9)Qos9« 



sm4>sui9 + ^/) es (9>— r*)oos^dn9oos9. 
Fetner -«» (164.) 

167 l(''+y«&»©sin9)« ■■ —Ar, 

i(r+f sm(psin0)« s ->(r*— 9^oos^8m0. 
Weil dber (r^^sin^rinO)'» A'+Cr'— ^)«os^sia9' ist, so ensiebt stob 
ans (167«) doa von und 9 muhUBaffge GJanimiig swinlMn x und 4P, 

nSmliob; 

•' .1. ** __ 4 

Bfan setse iweitens in (163.) ^rssO, so wird« 

168. }«•* - ~y<f» f f»/» 

ferner omIi (165.) 

169. A; s= (f -|-rsia^sin9)cos^sm9, 
mhbin 

170 Uy + rWO^Mnö)« sas — A^, 

\(9-\-rmn<f>wiB)y =» — (f»— r»)ooe6.. 
lindbmm aber ündet sieh (; -f rHa9ain(l)*sA'-|^(f'— >')oose*$ dabert 

Da man alao den GlefidiuDjgen (163.) durah jede der Iteiden AnoahmM^ 
nlbnUdi; 

171- y-0, ^-+-^«1, 

Gea&ge ieirteo kann^ so ist bewiesen, dab jede Resultante die beiden durah 
die vorstehenden Gleiehiingen bestimmten Kegelschnitte triffi. Ton diesen 
ist offenbar im Allgemeinen der eine eine Ellipse, der andere eine Hyper- 
bel; «ie haben den Centralpunct som gemeinschaftliehen Mittelpunete, und 
liegen in den tmden auf einander senkrechten Mittel - Ebenen so, dals die 
Seheitel des einen mit den Brennpuncten des andern zusammenfallen. 
Wilt man für die Grfüae ihrer Alien den ▼oUstüadigen Ausdruck haben, 
so ergiebt sich mit RBcksicht auf (160.); 

5* 
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y* B l^<8in< + l^a?>"n< + 2P,P.af,a?,siiir,8br,ook(*.— *,) + • 

Als besonderer Fall ist derjenige bemerkenswerth, in welohem f^ssrr' 
is^ Buthin die kleinere Axe dw BUipse und die ihr gleiddie der Hyperbel 
versdiwindet« Alsdann trM an die Stelle dieser beiden Gmren die Axe 
der X, in welcher die Brennpunete ni|d die Scheitel ^ auf jeder Sdte dw 
Central-Ebene^ in einen Punoc ausammenlallen^ dessen Abstand vom Gen« 
tralpuncte ±^ betrügt« Nach dem allgemeinen Satne muis jede Resul« 
tante des Systemes beide Kegelsohnitte treffen ; sie mnis abo^ in dem vor- 
liegenden FaUe, wen^stens durch einen jener bdden Punotts gehen« Man 
setae in den GMchungen (161«), (162«) , (103.) rxzf, si« wird wegen 
(162.) ilTssO; daher darf dPssO^ ymzO angenommen werden, wwaus 

seh ergiebt: 

kz SB — f cos6, 

gz as — ^oos^sinS. 
Duroh Addition der Qoadrate dieser beiden GMehungen findet man sofort: 

s^ SS f % w« z. b« w« 
Aus (154.) folgt noch, dals die Lage dw |tfittel- Ebene in diesem FaDe 
unbestimmt wird« In der That kann jede durch die Axe der z gelegte 
Ebene als eine Bfittel« Ebene angesehen werden« — Ein anderer sdion 
oben betrachteter besonderer Fall ist der, wenn eme der 6r6lsen f , r 
Null wird. Die Ellipse verwandelt sich dann in ttuen Kreisf, und die Hy« 
perbel in die Central -Axe desselben« 

Es kann auf versdiiedene Arten gezeigt werden, dals auch umge- 
kehrt jede Linie^ welche einen Punct der Ellipse mit irgend einem Puncto 
der Hyperbel Terbindet, sn irgend einer Stellung des Systemes «Is emsige 
Resultante gehört« Blan wird z. B« aus den Gleichungen (163«) finden, 
dals sich durch jeden Punct in der Central «Ebene Tier Terscimdene Re» 
sultanten legen lassen, welche wenn der Punct augleidi bk der Ebene der 
Ellipse oder der Hyperbel liegt, paarweise, und wenn der Punct der Gen» 
tndpunct ist, alle vier in eine Gerade fallen, — übereinstimmend wak der 
geometrischen Anschauung. — Im AUgemrfnen sind je vier Resultanten 
einander parallel, mit besonderer Ausnahme jedoch deijenlgen beiden Schaft« 
ren tou Resultanten , welche den Asymptoten der JHyperbel pandkd sind» 
Um diese m finden, sei x« B« r^ 7, so fSllt die Hyperbel in die Ebene 
«y, und alle nut den Asymptoten parallelen Resultanten mnssen senkreobt 
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maS der Axe dP ttelmi# Setzt bomui aim f+ränPÜB^ta^O^ so mtsA 
f sssO, lud es ergeben sich die gesudbten ResoItanteD sSmmtfielu 

Dm ÜBmer im Allgemeinen die vier einander peranelen Re sn Üaw ten 
duroh Redinnng su finden, seien dS» Cosinus a, b, e der Winkel, welclie 
ihre Richtung mit den Azen x, y^ z bildet nach Grfilse und Zeiohen ge* 
gAen, so muls sein: 

mithin (IM., 169.) 

sm^sine = c, cos^ttiie«£^:±l^eos0. 

Smd Vf (p% ^^ drei Werthe, welche den vorstehenden Gleichungen genS« 

gen, so leisten dies andi die Werthe r— d^, r — ^, ^+^^ Jttie ge^ 

ben inr die Resultante 

ey^^bs SS rcosO'^ ex — agss2 ^oos^'sinfl^, 

&se: 

^y^-^bt =1 — rcosÖ', edT— tfir =s — -^cosCP^sinO'« 

Dabei irerhalten äch die bdden nu diesen Resultanten gebfirigen Stellun«» 

gen des Systemes so, dab das Rnndel, um aus der einen in die andere 

nu gelangen, eine halbe Umdrehung um die festbidbende Ridbrtung der 

Resultante maohen mufiu 

Die anderen Resultanten yon gidoher Richtung ergeben ddi jedoch 

aus den vorstehenden Gleichungen nicht; man findet sie aber, wenn man^ 

die Zeiohen von a, i, c sümmtlich umkehrend, setzt: 

^8— n, ibss—A, shi^smO=--c, oos^8ui9»f^^^^oos0. 

Übrigens ist offenbar, dals jede die Ellipse und Hyperbel verbmdende Ge« 
rede eine Resultante in doppeltem Smne darstellt, weil mit Umkeh- 
rung aller Krfiflle anglich die Resultante sich umkehrt^ ohne ihren Ort 
3BU ändern« 

Das Ergebnils der Untersuchung ISlst sich demnadi zusammenlas« 
sen in doa folgenden 

Lehrsnts. 

Wenn die KrSfte eines beliebigen Systemes, voraus« 
gesetzt dafs sie, an einen Punet in ihren Richtungen über« 
tragen, sich nicht gerade aufheben, ohne Änderung ihrer ge- 
genseitigen Neigungen um ihre Angriffspunote gedreht und^ 
was immer auf unsShlige Arten mBglioh ist, in solche SteN 
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liiiig«ii g«br*oht werden» ia weloliefi nie sieh dureb eine ein* 

sige ersetzen lassen} so trifft die Riehtung der ersetzenden 

Kraft eine Ellipse und eine Hyperbel» welche den CentraU 

ponet znm gemeinschaftUclien Mittelp'Unete haben» und in 

swei euf einander und auf der Central-Bbene senkrechten 

Ebenen so mit einander verbunden liegen» dafs die Scheitel ^ 

der einen mit den Brennpnneten der anderen zusammen^ 

fallen. 

In besonderen Ffilien kann die Ellq^ in einen Kreis» und midiin 

tfe Hyperbel in die Central f-Axe desselben fibergehea» Femer kann die 
kleine Aue der EDipae verschwinden» so dafs dfese mit der groben Axe 
und die Hyperbel nut der Vwiangemng derselben zusammenlclUt^ Es blei- 
ben dann in dieser Axe nur zwdi der Ellipse und Hyperbel zugleich enge- 
hörige Puncte übrig» von denen |ede Resultante wenigstens einen treffen 
mufs. Yerichwfcidet auch noch die greise Axe der BUqpae» so fallen diese 
bdden Punete in den Centrdpunol^ durch wetchon dann die» in jeder be» 
fiebigen Stellung des Syst^mes vorhandene» Resultante gehen mufik 
ßerlin» im September 183&. 



iy 
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Über die hypergeometrisehe Reihe 

*+r7*"*^ 1.2-y(r+l)l "^ 1.2.3. y(y+l)(y+2) ^+ — 

(YoB H«rni £• JF. Aimuncr, Dr« phil« sa LitgaibB«) 



JLrie bypergeometriwhe {leihe^ welche den Gegenstand ^fieser Abband« 
long ausmachen soll^ hat icbon Ifingpt die Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker auf sidi gezogen 9 theils weil sie eine sehr grotse Anzahl von 
Reihen-oEntwickelungen bcJHiannter Funetionen in sich vereinigt, theils auch 
we3 durch diese Reihe eine besondere Clause Knefilrer Differenzialgldcbun« 
gen der zweiten Ordnuiig integrirt werden kann. Zuerst hat Euler in 
den jictiä jfcademiae Petrop. zwd allgemeine Umformungen dieser Reihe 
gefunden, von der Art, dafs die umgeformte Reihe wieder eine bypergeo« 
metrische Reihe derselben Gattung is^ und diese Umformungen sind als« 
dann Ton Ffaff, Jacobi «md Gudermann auf Terschiedene Weben 
hergeleitet und bewiesen wordni« Aulserdem hat Gau *8 in den Ct^m^ 
ment. Soc. Gotting. Tom. IL a. 1812, Unteinuchungen über diese Reihe 
bekannt gemacht. Es ist bekannt, wie diese Abhandläng in der inhalt» 
reichsten Kürze nicht nur viele Grundeigenschaften dieser hypergeometri« 
sbhoi Reihe, sondern auch die durchaus VoUstSndigen Theorien zweier mit 
derselben fai enger Yerbinduiig stehender Transcendenten , und Anwen* 
düngen derselben auf Kettenbriiche und bestimmte Integrale enthält. Es 
ist aber diese Abhandlung nur der erste Tbeil einer gröJseren Abhandlung^ 
welche jedoch nicht ö£fentlich erschienen ist, und namentlich fehlt noch 
die Tergteichung solcher hTpergeoroefrischer Reihen unter einander, in 
welchen das letzte Element x rerschieden ist« Dies wird daher ein Haupt« 
gegenständ der gegenwärtigen Abhandlung sein; die zahlreichen Anwen«< 
düngen der gefundenen Formeln werden alsdann Torzugsweise die ellip* 
tischen Transcendenten betreffen, von denen ein grober Theil in der all« 
gemeinen Reihe enthalten ist. Die Resultate der genannten Abhandhing 
von Gauls, werden hier, wo es nöthig sein wird, als bekannt roMusge« 
setzt weHeo, so wie wir audi die von Gaufs eingeführten Bezeiehnun« 
gen beibehalten wollen. 
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Absohnitt L 

Allgemeine Methode um Transeendenten imter einander zu 

vergleichen, welche als particnUre integrale line&rer 

Differenzialgleichnngen der zweiten Ordnung 

angesehen werden können* 

i, 1. 

Es iMien (P(x) xmä Pi(s) swei Fanotioiien tob x, von der Ari^ 
jab y^0(x) und y&s^tC^r) swei partionlSro Integpeale folgender lineS« 
CHI IKfiBBreiiaalgleioiiung und: 

in weldier /» und f Functionen Ton x beseiohnen« Eben so seien j\f(z) 
und tl/iC^) swei Functionen Ton z, Ton der Art^ dab vssii^(z) und v aas 
4;2(«) sirei particutfire Integrale der GMchung 

länd, in ^vdeher P und Q Functionen von x beieiohnen« Das TolbtSn- 
fige Integral der Gleichung (1*) ist sodann 

und eben so das TolktSndige Integral der Gldohung (2«) 

wo Jlf Bp Jf und J?^ beliebige Constanten sind« Nur dann^ wenn die 
angenommenen Functionen von der Art sind^ dab ^(ap)s5 0onst ^i(;r), 
oder dals ^(z)tszoon%U^i(z% werden die Gleichungen (3.) und (4e) nidit 
mehr die vollständigen^ sondern nur particulfire Integrale der DiflEerenaal* 
gleiohungen (1«) und (2«) sein« 

Um nun unter den vier Functionen <P> ^19 4^ ^^^ 4^0 welche wv 
nis die nut ttnander sbu vergleichenden Transeendenten betrachten^ ehn 
&die Relationen zu finden, soll jetzt z als Function von x betrachtet und 
^e Bedingung gesetzt werden, dals 

der Differwzialgleichung (1.) genüge 9 wo w eine noch zu bestimmende 
Fmiction von x ht^ y und v aber durch die Gleichungen (L) und (2.) 
bestimmt sind« Wenn man nSmlich z und w ab Functionen von x wvIl» 
lidi so bestimmt hat, dab y^s^w.v der 0ifferenzia|gleichung (K) gen^ 
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•D ist B«oh OleichuDg (%.) und (4.) sowohl r*^^^(^)+J3^i(^)9 ab 
auoh y^=^ji'iV^(z)+B'w^i(z), du rolbtandige Integral dar Gieiohung 
(!•)• Dto willkSrliohen Constanten des volbtfindigen Integrales in der 
einen Form moMen sich aber immer so bestimmen lassen ^ dab dieses 
dem vollstfiodigen Integrale In der andern Form gleich werde; msn bat 
also dann die Gieiohung 

in welcher entweder ji und B beUBbig, und A^ und B^ danadi an be« 
stimmen sind, oder umgekehrt ji^ und B* beliebig , und Ji und B nach 
diesen xu bestimmeut In dieser Gleichung sind nun folgende vier dn- 
ÜBchere enthalten 

Setzt man nfimlich in der Gleichung {i.)Jisszi^ B^Of wodaroh A^sag 
nnd B'ssb werde I so erhfilt man die erste der hier angegebenen GleU 
chungen; und eben so^ indem man ebe andere der Constanten jip B, A^ 
und B\ gleich setzt, erhSIt man die anderen drei Gleichuogem Ton 
dieser Form werden also die an findenden Relationen dar Functionen ^^ 
^l, ij; und \{;i sein« 

Ton einer anderen Seite befrachtete wenn man % und w als Func^ 
tionen von x so bestimmen kann, dafs yssu^.t; der DüBMrenzialgleidiung 
(1.) genügt, so wird man nun vier particulSre Integrale dieser einen Glei^ 
chung haben, namüch j »^(^r), y « (Pi(jr), y s= w/\l;(«), und y == M^\pi(«), 
und aus den Gleichungen hA (0.) geht hervor, dais zwischen |e dreien 
derselben, welche durch jr^, y,^^ y^^f bezeichnet werden mögen, stets 
eine Bedinguogsgleichung von der Form 

statt haben muls, wo a und b Constanten sind^ deren Werthe nach den 
particulHren Integralen jr^, y,,^ y,^, bestimmt werden mSssen. Diese Be» 
dingungsgleichung unter drei particulSren Integralen ist auch leicht aus 
der Form der Differenzialgleichung (L) zu erkennen» Wenn man femer 
die Functionen z und w auf mehrere Arten so bestimmen knn, dals 
ycsw.p der DiSSarenzialgleichung (I«) genügt so wird man nicht nur vier 
particul8re Integrale der Gldchnng (!•) haben, sondern eine gprOlsere An« 
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zahl 9 und auch unter je dreien von diesen mufs notbwendig eine Bedin« 
gungsgleiohuQg ?on der Form J/^^^y/z + ^J/// «tatt haben» 

§. 2. 
Es sollen nun die Quantitäten z und w als Functionen von x wirk^ 
lioh so bestimmt werden, da(s y:=w.v der DifferenzialgleiohuDg (!•) ge* 
ni]ge# Indem man di£ferenziirt| und dx als oonstant betrachtet, erhalt man: 

y s= w.Vf 

dy dw I dv dz 

— i— --• — V +W — • — • 
da: da: ' dz da: 

dx^ ~ dx*^'^ dx'dz'dx^ dz'dx^'^^dz^'dx*' 

dy d^Y 
Werden diese Wer tbe von /, ^, — ^ in der Gleichung (I.) substifuirt, so 

erhält man 

o dz* d^v I (ndw dz ^ «'*» I dz\dv , /if*ii; , i/w , \ ^ 

Diese Gleichung, welche in Bezug auf v ebenfalls eine lineare Di£Peren- 
zialgleichung der zweiten Ordnung ist, mufs nun mit der Gleichung (2.) 

identisch sein. MultipUcirt man nun die Gleichung (2.) mit u^^— r» m ist 

«t** d^v . dz* ^dv . dz* ^^ ^ 

dx* dz* ' dx* dz ' dx* ^ ' 

und diese wird mit Gleichung (8.) identisch gemacht, indem die Coefli« 



oienten Ton v und — in beiden gleich gesetzt werden» Dies giebt fol- 
gende zwei Bedfngungsgleichnngen fBr z und w: 

^ r.dw dz , d*z , dz f^ ^ dz^ 

dx dx * dx* ■ ^ dx äx*^ 

und wenn diese beiden Gleichungen erfnllt kind, so ist jrs=x£;.t/ ein rich« 
tiges Integral der Gleichung (!•)• 

Die erste dieser beiden Gleichungen ISfst sich Idcht integriren» Di« 

Tidirt man dieselbe nämlich durch ^-y^» m erhält man: 

u; ■ dz ^ ' 

eine Gleichung , in welcher die drei Variabein Xf z und zu getrennt sind« 
Die Integration giebt daher 
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odw wenn tob den Logarithmen xu den Zahlen 8berg6{gaBgen wirdt 

HStto man nun z als Function von x gefunden , so dürfte man nur den 
Werfh desselben in dieser Gleichung substituiren , um sogleich auch die 
QuantitSt w zu haben, welche künftig der Multipltcator genannt wer- 
den soUf Um aber z als Function von ^ allein zu haben , mufs man aus 

den Gleichungen (9.) und (10.) w^ ^ und -j^ eliminiren. Diese Elimi- 

n«tio% wekhe guber einiger Weitläuftigkait kehie Schwierigkeiten hat^ naoir 
der gewöhnlichen Methode ausgeführt^ giebt folgende Oitterensialgleiohttng 
dar dritten Ordnung; 

Wenn also z als Function von m durch diese Gleichung (12*) bestimmt 
ist, und wenn sodann der Multiplicator iv durch die Gleichung (IL) ge- 
funden ist, so haben, wie gezeigt worden ist, unter den Functionen <P(^)f 
^i(*)> 4'(^) ""^ ^(*) ^^^ particulören Integralen der Gleichungen (1.) 
an4 (2.)) die Bedingungsgleicbungen statt, welche bd (5.) und (Q^) ange^ 
geben sind. Die einzige Schwierigkeit liegt also nur noch darin, mit HiUe 
der Gleichung (12,) z als Function von x zu bestimmen, oder diese Glei- 
chung zu integrireup 

Wenn man nun aber Überhaupt Transoendenten unter einander ver- 
gleicht , so sucht man nur algdiiraische Relationen derselben , oder man 
mitersucht, wie man einer transoendenten Gleichung durch eine algebnitehe 
Gleidmng genügen kann. Fihr den gegenwärtigen Fall abo, wo die Traluh- 
Mttdentßn der GltiSchung (5,) 

mit einander verglichen werden sollen, mnb man nach der Natui? der vor- 
liegenden Aufgabe untersuchen, durch welche algebraische Gleichung zwi- 
schen z und X diese transcendente Gleichung erfüllt wird. Es handelt 
sich also darum, algebraische particulSro Integrale der Differcnzfalglci- 
ohung (12.) zu finden > und jeder algebraischen Gieichimgj welche aus 
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denelbeD hergeleitet werden kann, wM akdaiui eipe tramoendenta GW« 
ehttog TOB der Form der GleiohuDg (5.) entspreebeii« 

Die Aufgabe, eile partioulBreD elgebraisohen lofegrele einer gege- 
benen DiflPerenrifilgleidiung su finden, gehOrt unstreitig su den sohwierig- 
eten, welohe in neuerer Zeit aufgestellt worden sind; und besonders für 
die DiflPerenaialgleiohungen höherer Ordnungen, wie es die Gleiehung (12.) 
ist, soheint die Lösung dieser Aufgabe kn allgemeinen bis jetat noch un» 
ausführbar su sein. In dem Falle aber, für welchen wir dKese allgemeine 
Methode gefunden haben, und auf iveloben sie in dem Folgenden ange- 
wendet werden soll, wird siöh neigen, dals bei einer einiaohen Voraus- 
Vetaung alle algebraischen Integrale dieser Gleiobung sioh auf eine sehr 
leiehte Weise ergeben. 

Das Tollständige Integral der Gleichung (12.)» welches durdh die 
Transcendenten ^(x), (Pi(^), ^(«)» 4^(«) ausgedruckt werden kann, hat 
SBwar fnr den gegenwärtigen Zweck keinen besonderen Nutsen } da es je- 
doch sich aus dem Bisherigen sehr leicht ergiebt, und in anderer Beaia- 
hung von Wichtigkeit ist, so mag es hier efaien Fiats finden« 

Die Gleichung (5.) 

ist nSmlich in der That schon ein yollstfindiges zweites Integral der Glei« 
drang (12«)» welches nwei belid>ige Constanten, und nur noch den ersten 

Differensialqaotienten ^, hi der Quantitit w^ enthält. Wird nSmlich diese 

Gleichung aum Quadrate erhoben, und für u^ sein Werth aus der Gld« 
ohung (11.) gesetat, so geht dieselbe in folgende über: 

Durch nochmalige Integration dieser Gleichung, in welcher £e TerSnder- 
lieben z und x getrennt sind, wurde man das vollstBndige letate Integral 
der Differenaialgleichung (12#) erhalten. Blan erhSIt dieses Integral aber 
leichter, und in der einfachsten Form, anf folgende Weise. Wenn C und 
D swei beliebige andere Constanten beaeichnen, ab A and B in der Glei- 
chung (5«), so hat man ebenfalls; 

C(P(*) + D(P,(«) mm W((7'^(*)+JD'4».(«)), 

md wenn hmui diese und die Gkiolinng (5.) doNh einander dividlrt^ wo- 
doreb die^umtitit v und da« in decaelben enthaltene ^ fHaabuit wiid^ 
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ab ToUstiUidiges lotognl der Gleidiung (12.), wdohes mieb onier folgende 
bequemere Form gebradit werden kennt 

Annerkaog« In wner AbbaBdloDg sq dem Otteiprogramin 1834 dtt G/mna« 
sioms sa LiegoiU : Dt gwtraÜ quadam aequationt diferentiaU terfü ardinis, 
Iiabe ich die io diesem Abechnitle enthaltene Methode tob einer etwas aa^ 
deren Seite daigettelltp Idi gehe daaelbal Ton der DiflEiireBtialglaidiwig 

ans, in welcher X nnd Z beliebige Fonctioneni respectiTe Ton « nnd c iind, 
«nd ich neige, wie die ToUetSndige Integration dieser Gleiohnng auf die In» 
tegration sweier linearer Differensialgleichnngen der sweiten Ordnung^ von 
der Form der Gleichungen (!•) nnd (2.), redodrt wird. 



Absohaitt 11. 

Anwendung der allgemein«A Bletliode anf die hyperg^me^ 

truiohen Reihen« Allgemeine Umformnngen derselben; 

welche Statt haben, indem die drei Elemente 

ay ß nnd y beliebig sind. 

Za den TrangoendenteD, welohe ab partioiiUhra Integrale KneSrer 
DiflPereniialgleidiungai der zweiten Ordnung angeoehen werden können, 
gehSrt auch die bekannte bypergeometrieohe Reihe 

Dieselbe ht von den vier Elementen a, ß, y imd x abbSngig, imd wird 
ab Fimetion demdben paatend durch F(ay ß, 7, x) beaeiohne^ so dab 

Dieee Reihe, oder die Function F{afß^%x)^ wdche wir durdi fieteReflbe 
definireut soll nun den Gegenstand der folgenden Untersuchungen aus- 
machen, imd swar soll ranSchst diese Function F(a^ ß, y, s) nicht mk 
Transcendenten anderer Gattungen TerglidMi werden, sondern es sollen 
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emfacha GleiohuDgeti gesucht werden^ welche unter yeraohiedenea Fuiio- 
tionen denelben Gattung statt haben. 

Es werde nun fiir die allgemeine Gleichung (If) des vorigeii Ab» 
Schnittes folgende specieile Gleichung angenommen: 

] d^y i r—(^+ß+^)^ dy a.ß. y ^ 

• c/a?»"^ xa—x) 'dar a:(\^x) ^ 

welcher y «5 F(p^ ß, y^ ^) als particullires Integral genügt. Da ferner 
Bor Relationen der hTpergeometriscben Reihen unter einander gesucht wer« 
den, so muls fiir die Gleichuug (2.) des Torigen Abschnittes eine Glei« 
chung von derselben Form angenommen werden^ Es s^ also 

^' äz* ^ ^— *) • dz *a— *) ' 

welcher das particuläre Integral v s=? F(a^ 0^ y^ «) genBgt« Diese beiden 
Gleichungen, mit den entsprechenden Gleichungen (1.) und (!{•) des Tori« 
gen Abschnittes verglichen, geben 

^ z[S—z) ' ^ «(!-«)• 

Sieraus folgt woSohst 

Wird dies in der Gleichung (11.) des Tor%|an Abscbnitles substi- 
tuirt| so erhält man för den Ausdruck des Muldplicators w; 
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m 

P«nier ut muh den engenommeneo Werthen von p, P, f, Q^; 

o *'»» J. «t A« »= ((»-/?)' -l)ag»^'(4o/?-2yfa+/y-.l))»+r(y-2) 

und wenn diese Ausdrucke in der Gleichung (12t) de» vorigen Absdinil» 
tes Mibstituirt verdeo» so erbfilt man daraus die Gleichung 

*• dxd^' '^\dzda/ »'(1— *J? ^dx*"^ ««(1— a?;? "^ *'» 

yro der Knrse w<>gen gesetzt ist: 

A » (a— ß)*— l, A' « («'—/?')»_ 1, 

i* = 4oß — 2Y(a + 3— 1), B' « 4a'3'— 2y(a' + |S'— 1), 
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Die beiden Gleichungen (3.) und (4.) drSoken nun, wie oben allgemefai 
gezeigt worden ist^ die Bedingungen aus, welche iv und z erfollen miis« 
seoy damit yzsszw.v^ oder in dem gegenwärtigen Falle, y =: wF(a\ ß\ y\ z) 
der Differenzialgleichung (!•) dieses Abschnittes geniige« 

Es sind nun die algebraischen partioulBren Integrale dieser 61ei<» 
efaung (4.) XU suchen, welche sodann for die Gleichung (1.) Integrale von 
der Form wF(a'f ß^ 7^ z) geben werden. Um die Aufsuchung der alge« 
braischen particulären Integrale der Gleichung (4«) zu erleichtern, setse 
ich voraus, es soll z Function von ae allein sein, also von a, 0, y, a^ ß\ y^ 
ganz unabhSngig; ferner sollen die Gi^ölsen a', 0^ 7', Functionen von 
a, ß, 7 sein, und zwar von folgender Form: 

5. |ß'= (^ct+ix'ß + |üt''y + fi% 

wo Kf K^9 ßf Vf etc. oonstaate Zahlencoefficienten sind. Durch diese bei- 
den Annahmen wird scheinbar etwas von der Allgemeinheit der Unter« 
Buchung aufgegeben; denn es konnte vielleicht der Fäll sein, dals die 
Gleichung (!•) noch andere Integrale von der Form y ^^i^F(a\ß\y\z) 
hfitte, in welchen z nicht von a, ß, 7 unabhängig wSre, und auch a\ ß\ 
y\ als Functionen von a, ß» y nicht die verausgesetzte Form hatten« Es 
sollen überdies in diesem Abschnitte die drei Quantitäten a, ß und 7 als 
ganz beliebig und unabhängig von einander angesehen werden« Wenn man 
nämlich Bedingungs- Gleichungen unter denselben zulafst, so dafs sie nicht 
mehr alle drei beliebig sind, so handelt es sich nicht mehr um die allge- 
meine Reibe F{a,ß,y,x)y sondern um speciellere Reihen dieser Art, 
welche wir in den folgenden Abschnitten betrachten werden« 

Wenn man nun nach den angenommenen Yoraussetzungen diese 
Werthe der Quantitäten af, ß' und y^ in der Gleichung (4.) substituirt, 
so erhält man eine Gleichung, welche für jeden beliebigen Werth der 
Quantitäten a, ß und y gelten muls« Es müssen darum alle einzelnen 
Theile dieser Gleichung, welche a\ ß\ y^, c&ß» ^y» ßy» og, ß, 7 zu Fao- 
toren haben für sich verschwinden, so dab diese Gleichung in 10 einzelne 
Gleichungen zerfällt, die alle unter einander identisch sein, oder denselben 
Werth des z als Function von x gewähren müssen« Die Quantität Ax^'^ 
Bx + C, nach dem gegenwärtigen Zwecke entwickelt, wird 
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famer wM die EntwidLeliuig Ton A^$?^B'x^(?, naohdem die Wertbe 
von a^ ß^ y sobttitiiirt ilod^ folgende Forai haben i 

wo die Qoentitilten A, A, /, m» eto. iriimiiitlicil Trioomien von der Form 
at^^bM-{^^ sind 9 deren nShere Bestimmung jetzt unnStliig Min w8rde# 
Es soU nun minBehst die ellgemeinste Form gefunden werden ^ weldie % 
als Function von w beben kann« Darum wurde es amA nnnfitbig seiui 
alle aebp Gleiohungen anfsustellen^ in welehe die Gleichung (4») aerffiUts 
es reicht vielm^r bin^ nur diejen^en drei sn betrachten» welche man OK* 
bSlt, indem die Theile» weldle 7^ ß* und 7^ su Factoren babeut Inr sich 
verschwinden müssen« Wenn für die QuantitSten ^9 i und /, Trinomien 
von der Form as*-|-4i+^ gesetzt werden, erhllt man so die drei 
Gleichungen $ 

^* «•(1 — ij*" "" *•(!—«)* 'da?^^ 

IKe beiden Gleichungen (7^) und (89) durch einander dividir^ Sehen mm 

Die Gleichungen (0*) und (8.) durch eioander dividirt, geben 

Aus dieser Gleichnng (10.) ersieht man 9 dab x eine rationale Function 
von z sein muls ; deshalb muls sich aus beiden Theilen der Gleichung (0.) 
die Quadratwurael ratiooal ausciehen lassen; also mub x die Form haben: 

^ .» li+ * 

^ P* + </' 

opd umg^ehrt mnl« dämm auch t, ab Fuootion von », die Form haben: 

11. ««=^^. 

f • 0. 

Da ^ so dlgemeinste Form gefunden worden ist, welche die Fnno» 
tion M hat 9 so Ist es leidit, alle particulären algebraisdien Intqprale der 
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Gtei^hting (4.)^ und nomlt wnsh aiie IniPf^rBle von der Form y :=3 
wV(jx\ ß\ 7V^) 2U finden, welche der Gleiohung (!•) genügen. Setzt man 
nämlich in der Gleichung (4«) 

SO findet man zunächst, dafs fSr diesen Werth deti Jt, 
und deshalb geht die Gleichung (4.) in folgende aber: 

"• a?*(t — •^)* ^ r7a?4-6)'(ca: + d)»((c — fl)a7+J — 6)* • 

Z&hler lind Nenner der beiden Theile rechts und links vom GIeichheiti> 
zeichen künnen keine gemeinschaftlichen Factorcn haben, ireil m., ß und 
/ beliebige Grdfsen und j4, B, C, J'y B'^ C Functionen derselben sind; 
deshalb können die beiden Nenner, und eben so die beiden 2^bler sich nur 
durch einen consCanten Factor m unterscheiden. Man hat also folgende 
zwei Gleichungen: 

14. m(^Ax''-\-Bx-\'C) 
a= {ad—bcf{A'iax-\'bf-\-B'{ax + b){cx'\-d)'\.aii:x + drj''), 
Die Gleichung (13.) giebt nun folgende sechs Terscbiedene Bestimraunj!eo 
der GrOfsen a, b, c^ d und m: 

1) c s= 0, Ä =s 0, a — rf SS 0, TO t= o*, 

2) c = 0, rf— Ä SÄ 0, o+ Ä = 0, w = a*, 

3) c = 0, rf s= 0, c— 6 = 0, m » 6*, 

4) o s= 0, rf— A = 0, c + rf = m =z b^. 

5) r — o =: 0, Ä = 0, e+rf = 0, /w Ä 0», 

6) r — a = 0, d =s 0, + 6 Ä 0, m s=s (^6, 
und w6nn diese Wertbe in der Gleichung (11.) substituit-t werden, so bat 
man folgende Werthe des z: 

1) xs=«r, 2) sssrl— x, 3) s = — , 

16. / , . 



15. 



4) *=T^. 5) * = 3^, 6) ,= 



or 



Nachdem nun diese Werthe des z aus den Gleichungen (II.) und (13.) ge^ 
funden sind, müssen zunächst aus der Gleichung (14.) die Werthe der Grotsen 
a\ ß' und y^ durch a^ ß und 7 bestimmt werden, welche einem jeden 
dieser 6 Werthe des z zukommen» 

Ot^l^ Journal d. M. Bd. XY. HO. 1. 7 
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Nimmt man den Werth z^ss x^ for welchen c = 0y6=:0| a — d 
SS Oy m sss o\ und substituirt dies in der Gleichung (H.), fto geht dieselbe 
über in: 

Jx^ + Bx+C = ^V + JB'j- + C^, 

und weil diese Gleichung fSr ieden beüebieoii Werth des x bestehen muft« 
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80 bat man: 

und wenn die bei (4,) angegebenen Wertbe dieser Quantitäten genommen 
werden : 

4«ß-2y(ii+ß-.l) = 4a'ß^— 2/(a'+ß'~l), y(y-2) = y(7'— 2), 
welchen Gleichungen auf die vier Tersohiedene Arten genügt werden kann i 

1) a' = o, ß' = ß, y' « 7, 

2) a' = 7— a, ß' = y-ß, 7' =» V^ 

3) a' = a-y + l, ß' = ß~y + l, / « 2~y, 

4) a' = l — o, ß'=l— ß, y « 2— y. 

Indem man diese Werthe in der Gleichung (3.) substituirti in weichet 
9«ssx genommen werden muis, findet man folgende vier Werthe des 
Multiplicators lO^ welche diesen vier Werthen ton off ß^ 7' entsprechen: 

1) ji; = tf, 2) u; = c{\—xT'^l^, 3) a; = cx^^r^ 

Man bat also endlich folgende vier particuläre Integrale der Gleichung 
(1.) von der Form J ««^-^(a', ß', y',;5), welche dem Wertho z:=x an- 
gehören : 

1) 7 = -^(a, ß, y, x), 

2) J^ = ii-x)>-^-fiF(y-a, 7-ß, 7, x), 

3) / = .r»-rF(a-y + l, ß~7+l, 2~y, x\ 

4) y — x^-m^-'xy—ßFiX^a, 1— ß, 2—7, x). 

Auf dieselbe Weise kann man nun für die übrigen fnnf Werthe des 
X sämmtliche Integrale der Gleichung (1.) finden^ welche die Form 
wFjjDi/^ß^y^z) haben. Man wird so, ebenfalls wie in diesem Falle^ for 
jeden efaueelnen Werth des z vier verschiedene Bestinmiungen der Grii« 
Imo a^ ß\ 7' finden 9 und also auch vier verschiedene Integrale von der 
Form Y^=ii^F(a/.ß'y\z\ so dals deren Gesammtzabl 24 betrSet. 
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Man hat jedoob nioht oöthig, diese 24 Integrale auf diese etwas 
w^tlüuftige Weise «u tucheny indem für die Auffindung derselben einige 
sehr einfache Bemerkungen fainreidlien, weloh^ da mb auch um des Fol« 
genden willen ron Wichtigkeit sind, hier mitgetheilt werden sollen, 

\m Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: y^ — a! statt a', 7' — ß^ statt jS'. Dann fot wandelt sich aber, nach 
Gleichung (3.)> der Multiplicator w in (1 — zY^^-^w. Also wenn jr=: 
ii>F(a/^^\y\x) der Differensiaigleichung (1.) genügt, so muls derselben 
auch das Integral y^{X'^zy'^^^'wF{y'^(i\ 7'-— ß', y', x) genügen. 

IL Die Gleichung (4.) bleibt unverändert^ wenn man in derselben 
setzt: 2~y' statt 7', a'— y' + l statt a', ß'— V+l «tatt ß'. Dann ver- 
wandelt sich aber, nach Gleichung (3.), w in z^^^' w. Also wenn y= 
wF(a\ß\y\z) der Differenzialgleichung (lOg^i^Ugt, so genügt derselben 
uuoh y^z'-^wF^a'^y'+l, ß'— 7'+!, 2— y', *). 

3« Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: 2—7' statt /, 1— a' statt a^ 1— ß' stat ß'. Dann verwandelt sich 
aber, nach Gleichung (3.), w in t*"^' (t — ä)^''""^'^' i^/. Also wenn das In« 
tegral j = wF{a^, ß^ y^ ;s) der Differenzialgleickung ^1.) genügt, so mub 
derselben auch y = z*-y' ( 1— £^-^-1^' wF{y—a%\ — ß',2 — Y, z) genügen. 

Durch diese drei Satze , deren dritter eigentlich schon in den bei«« 
den ersten enthalten ist, wird man aus einem integrale allemal drei an- 
dere herleiten können , welche denselben Werth des letzten Elemente z 
haben. Um noch alle übrigen Integrale für die anderen Werthe des z 
herleiten zu können, reichen folgende zwei Sätze bin. 

4. Pie Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: 1 — z statt z unda^+ß^ — y^+1 ^^^It y'. Aus der Gleichung (3.) er- 
sieht man ferner, dals auch w daan unverändert bleibt. Also wenn y s:^ 
w F{(i% ß'f y\ x) der Differenzialgleichung ( T.) genügt , so genügt dersel- 
ben auch das Integral y= M/F(a',ß',a'+ß' — y^+1, 1 — x). 

5. Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 

setzt! _. statt X und y'-^ß' statt /3^ Dann verwandelt sich aber, nach 

Gleichung (3.)5 ^ ia (I — zjT'^w. Also wenn y = wF((jl\ ß% y\ iS^ der 
Differenzialgleichung (1.) genügt, so genügt derselben auch 

y = Cl-*)-'a;P(a', /-fJ', y', -^). 

7* 
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§. 8. 

vermittelst der iaof Sätze de« vorigen Paragraphen kann man nun 
aus dem einzigen bekannten Integrale der Gleichung (!.)> nämlich yt= 
F(o»ß,y,a'), folgende 24 herleiten, urelches, wie wir oben gesehm ha- 
ben, die Gesammtzahi der Integrale ist, die unter den gemachten Voraus- 
setzungen Statt haben können: 

2) {i-3,)r-<'-nXy-a,y^ß,y,x\ 

3) x^-J-FCa— y + j,jS — y + 1, 2— y,a?), 

4) *•->• ( 1 - a^y—P F(l-a.,i~ iS, 2 — y, x\ 

5) ^Xa, ß, a + ß-y + 1, 1— a:), 

6) a:'-rF(a—y^l, jS-y+1, a+|S— y + 1, 1— jr), 

7) (I-jr)»^'-/»F(y-a,y— ^,y-a-|S+l, 1-*), 

8) *'-J (l-ary—^FCl— a, l—ß, y_a— ß+i, i_;r), 

9) x-''F{a, a-y+1, a-|S+l, ^), 

10) x-fiF{ß,ß^y+l,ß^a + t,^), 

11) x^ii^xy-'-^Fh-a, y-a, /S-a-fl, —), 

12) x/»-)'(l_xy-«-/'i''(t-(3,y~jS,a-/3+l, -1), * 

13) (l~^)-F(a,y_|3,a-.ß+i,_i-), 

14) (l-,f)-/'/(|3,y--a,ß_a+i,^), 

15) x'-»'(l-x)J'-«-^F(a-y+l, 1-/3, a-/3+I,--i-), 

16) x'-y{\-xy-f^^F{ß^yJ^V^ j-a, ß-a+1, j^), 
IT) (l_^)-ir(a,y-|3,y,-^), 

18) (l_^)-/'F(/3,y-a.y,-^), . 

19) x'-5'(l~ar)>'-''-'F(a-y + i,1-|3,2-y,-^). 

20) x'-/(l-^)r-^-'F(|3-y-f-J, 1-«, i-y. -^), 

21) a?-F(a,a-y+l,a4-/9-y + l, e!::rl), 
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22) :r"^F(0,ß-y+t,a + ß~y+l,^), 

23) x^y(l^T)r-^-'F{l-a,y-a,y^a-ß+U^)f 

Aus dem bskanntea ersten Integrale folgen nämlich nach den drei ersten 
Sätzen des vorigen Paragraphen die Integrale 2, 3 und 4 ; aus 1, 2, 3^ 4 
folgen nach dem vierten Lehrsätze 5^ 6, 7 und 8; aus diesen sodann 
nach dem fünften Satze 21 , 22^ 23 und 24; aus diesen nach dem ^ vierten 
Lehrsatze 9^ 10, 11 und 12; aus diesen wieder nach dem fünften Lehr-« 
satze 13, 14, 15 und 16 , und aus diesen endlich leitet man nach dem 
vierten Satze die Integrale ITy 18» 19 und 20 ab. 



». 9. 
Da nun alle particulfiren Integrale der Gleichung (I.), welche die 
vorausgesetzte Form haben, gefunden sind, so sind nun die Gleichungen 
zu bilden, welche unter denselben statt haben müssen. Wenn nämlich 
y,j y„ und y,„ drei beliebige dieser particulären Integride bezeichnen, so 
findet unter denselben eine Gleichung von der Form 

statt, wie im ersten Abschnitte gezeigt worden ist« Zunächst aber mag 
bemerkt werden, dais es unter den 24 Integralen auch solche geben kann^ 
für welche eine der Gonstanten a oder b gleich wird, und welche sich 
also nur durch einen constanten Factor unterscheiden« In dieser Hinsicht 
soll folgender . Satz bewiesen werdeu 

Wenn man mehrere Integrale der Gleichung (L) hat, welche sich 
nach ganzen aufsteigenden Potenzen von x entwickeln lassen, so kön« 
nen sich dieselben nur durch constante Factoren von einander un« 
tmnscheiden. *} 



^ Dieser Satx muFs Jedoch mit einiger Vorsieh! angewendet werden, damit man 
nicht en voreih'g schliefse, dafs eirr Integral sich nach ganzen aufsteigenden Potenzen 
▼on Jc entwickeln lasse. So z« B. scheint das ] ntegral 

w^nn die Totenzen yoa l-^x- entwickelt werden, allerdinga die Form ansunehmen. 
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Setzt man nämlich fSr y die Form yssji^Bx-^' Cx^-^-. • • . 9 so 
kann man aus der Gleichung (!•) nur das eine Integral ^ss^^Coc^ß^yi dp) 
erhalten: alle Integrale also, ivelche die Form A'\'Bx'\'Cx^^...^ an- 
nehmen können 9 oder sich nach ganzen steigenden Potenzen von x ent« 
nvickeln lassen, werden sich von dem Integrale A.F(aj ß, y, x\ und des- 
halb auch unter einander selbst, nur durch die oonstanten Factoren un« 
terscheiden. 

Solche Integrale nun, welche sich nach ganzen steigenden Poten« 
zen von x entwickeln lassen, sind unter andern die Integrale 1, 2 und 
17 des $.8«: 

F(a,ß,y,jr), <1— Jp)^"^^i^(7 — «iV — ßf y,ar) nnd 

mau hat also nach dem so eben bewiesenen Satze folgende zwei Gleichungen : 

^(a,ß,7.a?)= -^(1— ^)''"^i^(y— «,y-ßiyi^), 

F{a, ß, y, 0.) = ^' (t - :rr'F(a, y-ß, y, ^j) . 

ISetzt man j? = 0, so werden die Werthe der beiden constanten Factoren 
bestimmt, nämlich :^=>1, ^' = 1. Man hat also die beiden einfachen 
Gleichungen : 

17. ^(a,ß,y,x) c= (I.-a:)y-«-*F(y-a,y-ß,y,x). 

18. F(a, ß, y, x) = (1 —xT- F{ct, y — /3, y, ~j). 

Dies sind jene beiden Umformungen dieser bjpergeometrisoben Reihe| 
welche zuerst von Euler gefunden, und nachher auf versdiiedena Arten 
hergeleitet worden sind. Die einfachste Art, die Richtigkeit derselben a 
posteriüri zu beweisen, besteht darin, dais man die Theile rechts vom 
Gleichheitszeichen wirklich nach Potenzen von x entwickelt, wodurch 
diese Gleichungen identisch werden» 



wenn man jedoch die Werthe der jCoefficieDten A^ B, C, etc. naher anler»uchr, so 
findet man leicht, dafs im allgemeinen der Arte Coefficient durch die unendliche Reihe 
F(a+Ä.. /*+*/ «+/*— y+^+lj 1) «usgedrückl wird. Diese Reihe hat aber nur 
dann einen bettimmten Werlh, wenn sie wirklich conTergirt, welches (Tergl. Gaufs 
Abhdig. pag. 19) nur dann der Fall ist, wenn i'^y — k positir. Die Coefficienten 
dieser Entwickelung Yon i'{«, /?,«-{•/?— 74* If ^ — ^) werden deshalb, ron einem 
bestimmten an alle divergirende Reihen sein; woraus man schliefsen mura^ dafs die- 
ses lotegral ein« Entwickelung TOn dieser Form nicht annehmen kann. 
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Es kaon hier bemerkt werden , dafi die Gleiehung (17.) »ich auf 
tehr einfache Weise aus der Gleichung (18.) ableiten laDit« Yertautcht man 
nÜmlieh in dieser a mit ßy so erhält man 

-F'(^, «, y, ») « (1 -*)-" ^(/3, y- «, y, ^), 

und wen F(ß,tt,Y,x)sBF(a,ßf%x), so folgt aas dieser und der Glei« 
chiing (18.) : 

Setzt man hierin ^. statt x, und y — ß statt ß^ so erhält man 

^Xä,fty, jr) = (t— x)y— ^F(y— a,y~jS,y,^)i 
irelches die Gleichung (17.) ist. 

S« 10. 
Vermittelst der beiden Gleichungen (17.) und (18.) findet man nun, 
dais von den 24 Integralen des §• 8. iinmer je Tier einander gleich sind, 
nSmUch 1, 2, 17 und 18; 3, 4, 19 und 20; 5, 6, 21 und 22; 7, 8, 23 
und 24; 9^ 12^ 13 und 15; 10» 11^ 14 und 16. Nimmt man daher von 
jeder dieser sechs Ciassen ein beliebiges Integral^ so hat man nur sechs von 
einander verschiedene Gleichungen, aus welchen andere von der Form y, = 
^ 7// "f" AX/// gebildet werden sollen* Als diese mögen ' angenommen wer- 
den die Integrale 1^ 3^ 5^ 7, 13 und 14. Ich bemerke ferner^ da6 die 
Integrale 5 und 7 mit den Integralen 13 und 14 nicht w Gleichungen 
verbunden werden können^ weil die einen allemal divergirende Reihen sind, 
für die Werthe des x^ für welche die anderen convergiren, so lange we- 
nigstens X einen realen Werth hat. Es sind also nur nocJi aus je dreien 
der Integrale 1> 3, 5 und 7, und aus je drei^i der Integrale 1, 3, 13 und 
14 die Gleichungen . zu fbrmiren. Man sieht aber leicht ein, dais einer 
jeden Gleichung unter drei Reihen Fy in welcher die unveränderte Funo^ 
tion F(a,ß,yfX) nicht vorkommt, augenblicklich eine solche Form ge« 
geben werden kann, daC» diese unveränderte Funetign darin vorkommt, 
so dafs alle Gleichungen zu dreien Reiben F, io welchen diese unver- 
änderte Fnnction F(afß,yfX)^ oder da» Integral I, nicht vorkommt, schon 
in denen enthalten sein müssen, in welchen dieselbe vorkommt, £s blei- 
ben daher nur noch diejenigen 6 ursprSngtiche Gleichungen zu bHden, welche 
unter den Integralen Ij 3 und 5; 1, 3 und 7; 1, 5 und 7; 1, 3 und 
13; I, 3 und 14, Statt haben. 
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Terbindet man rauchst die drei lotegrale 1, 3 und 5 su einer 
Gleichung von der Form y,^^oy„ + by,„^ so erhalt man: 

19. F(a ß y ^) 
=; Jx''^rF(u~y'hUß'^y^h2^r,x)+BF(ia,ß,a + ß^y^Ui—x). 

Um nun die Constanten dieser Gleichung zu bestimmen, ißt es nothig, den 
wirklichen Werth der allgemeinen Reihe F(a, ß, y, x) für zwei bestimmte 
Wertbe des letzten Elementes x zu kennen. Nun ist aber (Sr x sszO die 
Summe der Reihe F(a,ß,yf(i)z=zl. Ein anderer Werth des x^ für wel- 
chen man die Summe dieser Reihe ebenfalls durch bekannte . Ftmotionen 
ausdrucken kann, ist der Werth jr == 1» Die Summe der Reihe F(a, ß, 7» 1) 
läfst sieh nämlich durch die transcendente Function n ausdriiekeni welche 
Gaufs unler dieser Bezeichnung in der erwfihuten Abhandlung betrachtet 
hat. Dieselbe Function ist bekannter unter dem Namen der Function 
Gamma und dem Zeichen I) unter welchem sie von Legendro in den 
Erercices de calcul integral behandelt worden ist. Gaufs hat pag« 28 
der Abhandlung gezeigt, dafs 

Um nun durch die Fälle x ^s=iQ und jr = 1 die Constanten der Glei« 
chnng(19.) zu bestimmeui setze ich voraus^ essoll 1 — y positiv sein, da* 
mit fiir a?==0 aueh x^-^ssO werde und F(a, ß,a + ß — y+1, 1) eine 
oonrergirende Reihe sei» Eben so setze ich voraus, es soll y — a — ß poai« 
fiv sein, damit F(a,ß,y, 1) und F(a— v + 1, ß— y4"l>2— 7, 1> oonww- 
girende Reihen seien. Dieses vorau^esetzt, erhalt man durch :r = Ot 

und durch jr «k 1 1 

also ist 

BrädU man nun dies« Reiben F^ deren letztes Element die Einheit ist, 

dur«h die Funotton 17 aus, sa erhält man nach den gehörigen Reductionen* 

folgende Wertbe der Jüeiden Constanten A und B in der Gleichung (19): 

an ._m y^i)IT(a-r)T l{ß-y) «_ Ilja-rWiß-r) 
*^ ^ — /Ja— y) JCrfS^ 1) // (jff-:rTi ' " — HiA^ß- y)/7(-y) 
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Et feifld nun zwaf diese Conafanien unter der YorauDsetzang kestimmt 
worden, daf« l*'^^ und y— »a — ß positiv aeten^ allein ntan kann tich 
nberzaugen dafs dieselben Bestimmungen ebenfalls für alle anderen Fälle 
passen; denn biilte mau zur Bestiimmung dieser Gonstaaten uiebt grade die 
beiden Werthe x^sQ und ^s=l genommen^ sondern zwei beliebige eobte 
BrSche^ ao würden die genannten Bedingungen ganz Uberflijssig gewesen 
sein, und es ist klari dals man auch keine anderen Wertbe dieser Con^ 
stauten hatte finden können. Da aber die Allgemeiagnitigkeit der For^ 
mel (19.) mit den Werthen der Gonstanten^ welche bei (20.) angegeben 
sind, von Wichtigkeit ist, so mag der Beweis noch direot geführt werden. 
Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden : 

Wenn erstens in Formel (19.) 1 — y negativ und y — a — ß posi- 
tiv ist, so verwandle man vor der Bestimmung der Constanten die dritte 
Function F dieser Gleichung nach Foranel (17.), wodurch man erhält: 
F(a,ßr/y^) = ^^'->'F(a-y+l,/S-y+l,2— y,a?) 

4-i?x*-yF(a— y + I,l8— y+l,a + /3— y+1,1— x% 
Dividirt man mm durch x'""^, und setzt sodann x :=0 und x = 1^ so eiv 
hält man; 

= >^ + BF(a—y+l,|5-.y + l,a + ß— 7+1,1), 

/^(a,ß,y,l) = ^na~y+i:,ß-7+l,2-^y,l)+iB, 

und hieraus, indem man die Reihen F durch die Function II ausdräckt, 

ganz diesi4ben Werthe der Constanten, welche bei (20.) geiiinden wer«» 

den sind. 

Wenn zweitens 1 — y positiv und y — a — ß negativ ist, io Ver» 
wandle man die beiden ersten Reihen F der Gleichung (19.) nacn For* 

mel (H.)^ wodurch 

{i-x)r---fiF(y-a,y^'ß,y,x) 
z=^Jx'-r(l^a:y^-fiF{l'^a^l^ß,Q-y,,r) + BßXa.,^^^ 
Man dividire mm durch (I — a?)'^^"""^ und setze jr = und j:=al, sa er- 
hält man die beiden Gleichungen 

^(y_a, y~3, y, 1) = ^i'Xl-a, 1— l3,2~y.l). 

welche ganz diesetlien Werthe d^ Giustimten A und B gebeut 

Wenn endlich drittens I— y negativ und y — * — ß negativ, so ver» 
wandle man alle drai Reiben F der Gleichung (19.) nach Fonnel (17.) 
wodurch man erhält« 

Grellen JooPnaJ d. M. Bd XV. H(t. 1. 8 
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CS Ax'-rii^icy-'-fFd—a, 1—0, 2 — y, x) 

4-F«^F(«--y+l, 0— y+1, a + ß — y+l, 1— x). 

Dividirt man min durch *'"»'( l— 0?)^"*"'* und s«txt jr sä und jf == 1, so »t 
«= ^+ÄF(a— y + 1, |3-7+l, a + ß— y + l, 1), 
F(y_a,y~ß,y,l) = ^^(1- a, 1-ß, 2-y. I). 
Auoh aus diesen Gleichungen erhalt man, oaohdem die Reihen F dureh 
die Function ^ ausgedrHokt sind, keine anderen Werthe der Constanten 
A und B als die obigen, so dafs dieselben also richtig sind, wenn die 
^onrtitfiten 1 — y und y — a — ß beliebig positiv oder negativ sind. 

§. 11. 

Zur besseren Überncht wollen wir nun die seehs Gleicbungea, 
welche aus den Integralen 1, 3 und 5; 1, 3 und 7; 1, 5 und 7; 1, 3 
und 13; 1, 3 und 14; 1, 13 und 14 gebildet werden können, mit den 
zugehörigen Werthen ihrer Coustanten hier amsammenstellen , wobei die 
UBTttünderte Function F(a, ß, y, x) einfach durch F beceichnet werdeti solL 

21. 5 __ n(r-i)ii(«-r)n(ß-r) « _ n( a~r)mß~r) 
f^ - n(i-r)nim^i)nJß^:T)' " -^ lTr«'+ß-r)a{--ry 

p SB A^x'-yp^a—r+i, ß—r+i. 2-n «) 

+B,(l-x)r-«-/»FO'-«, y-ß, y-a^/J+l, l_x), 

^ - ir(y-l)2?(- »)//(-/?) _ _ II{-a)n(-ß) 

^* ■* ji{i—y)n{r-a-i)n(r—ß-i)' "' — ir(y~a-/S)/i(— y/ 

F = ^. F{a, ß, a^ß^Y+i, i-x) 

+ B.,(l -x))'-«-^ F{y-«, y—ß, Y—n—ß-^-i, 1-.t>, 

^ - ll<r-i)rr(r-^^ß~i) „ _ jy(y^i)//(a-H/?~y4.i) 

• *" JH^-a—VIUy-ß-l)' ' 7TCä-~ 1)11(3-^1} ' 

F « ^, (1-x)'- r F(«-y f 1, /J-y+1, 2 -y, ar) 

y _ ii(y-i)mi^-Y)ni-ß) ■ _ //(-/- 7r(«-y) 

^» "• /r(1-y)/7(«-l)72fy-/J-l,' *« — .0(a-^y/(~y)' 

F =w^^(l-.«)'-yP(« y+i, /?-y+I, S-y, x) 



22. 



23. 
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Die CoBstaDten dieser anderen fünf Gleichungen (22. bis 20.) sind nicht 
auf demselben, etwas mShsamen Wc^e gefunden worden, wie die der Gld- 
ohung (21.) oder (19.), sondern diese Gleiobungen, zugleich mit den Wer« 
then ihrer Constanten, sind alle aus der Gleichung (21.) hergeleitet wor- 
den. Setzt man nSmIich in (21.) y«-->a statt a, 7— ß statt ß, und ver- 
wandelt die beiden ersten Reiben F dieser Gleichung nach Formel (17.)» 
so erhält man die Gleichung (22.). Eliminirt man nun aus (2L) und 
(22.) die Function ^^(a— y+1, 0— y+1, 2— y, a?), so erhält man die 
Gleichung (23«)« Die Gleichung (24*) erhSIt man aus (2L)i iQ4em miniii 
dieser die beiden Functionen F(a, ß, y, x) und i^((ft— y+1» ß— y+ 1, 2— *y, of) 

nach der Formel (18.) verwandelt und sodann 7 — ß statt ß und — -? 

statt Xf setzt» Durch Yertausohung von a und ß erhSlt man aus (24.) 
sogleich (25.), und aus diesen beiden wieder (28.) durch EliminatioB der 
Function F(a— y + 1,/3— 7+I, 2 — y, x). 

Alle übrigen Gleichungen ^ welche aus den 24 Integralen des §. 8. 
gebildet werden können ^ lassen sich aus diesen sechs ableiteui indem die 
eine 9 oder die andere^ oder beide Functionen rechts vom Gleichheitszei« 
ohen nach den Formeln (17.) oder (18.) verwandelt werden« Es würde 
2u weitliiuftig sein^ alle diese leichten Verwandlungen wirklich auazufuhreii 
und hier aufzunehmen; es wird hinreichen^ zu bemerken ^ dafs die An« 
zahl aller dieser Gleichungen, welche nicht mit einander identisch sind, 
60 betriigt, wobei alle diejenigen nicht mitgerechnet sind^ in welchen Mn- 
vergirende Reihen F mit divergirenden zusammen verbunden sein wor- 
den» Rechnet man von diesen noch diejenigen ab, welche blofs durch 
Yertauschung von a und ß aus den andern abgeleitet sind, wie (25.) aus 
(24.) I so ist die Anzahl derselben 50« 

Wir haben oben bemerkt^ dafs die Formel (17.) sich aus (18.) ab- 
leiten iSfst; femer ist gezeigt worden, wie die Formeln (21. bis 26.) 
sich alle aus (19.) ableiten lassen, und aus diesen wieder 54 andere. 
Alle bis letzt gefundenen Formeln fSr die Verwandlung der Reihe ^(a^jS^y^x), 

8» 
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deren Oesammtzabl 62 Ist, können am fönenden zMreien abgeleitet werden : 

F(oL ß V ^ ) 

und diete können daher als Fundamentalgleichungen fnr die Verwandlung 
dieser Reihe gelten. 

f, 12. 

Verwandelt man in der Formel (26.) §. 11. die beiden Reihen 
rechts vom Gleichheitszeichen nach Formel (18.), so erhÜU man: 

+ B5C-*)-/'f(|9,|3--y+l,|3-a-hl,^). 

Wenn in dieser Formel der absolute Werth vod x<ii aogenommeD wird, 
so oonvergirt die Reihe links vom Gleichheitszeicheo , die beiden andern 
aber divergiren; wird aber der absolute Werth von x'^i angenommen^ 
so divergirt die erste Reihe 9 die beiden andern aber convergiren« Die 
Gleichung (27.) sohefot daher ganz unbrauchbar zu sein. Nichtsdestowe- 
niger aber hat auch eine solche Gleichung noch einen richtigen Sinn, und 
zwar den, dafs, wenn irgend eine Function von x für die Werthe des .r, 
wfflche kleiner als die Einheit sind, in die Reibe links vom Gleichheits« 
zeichen sich entwickeln Uirst^ dieselbe fiir die Werthe des x^ welche grofser 
als 1 sind, in die beiden Reiben rechts vom Gleichheitszeichen entwickelt 
werden kann. Setzt man zum Beispiel in dar Formel (27.) a =r ^ , ß = 1> 
y st: 1, x^ss, — s% so erhält man, wenn mit z multiplicirt wird: 

«F({,l,J,-*') = ^-4^(4,1,1,-1), 
in der That liiTst sich aber die Function arc.tang.t;, wenn ^^1 ist, in 
die Reibe zF{i, 1, | , — x^), und, wenn ä>1 ist, in y — T^O' *' ^' '^i) 

convergirend eutwickeln» Aufserdem werden wir in der Folge noch ein« 
mal Grelegenheit haben, diese Formel (27.) auf eine gewisse Art der Verw 
, Wandlung semiconvergenter Reihen fn stets oonvergirende an^wendeo« 

Was die Anwendung der hier gefundenen Formeln betriff!, so mag 
es fiir jetzt hinreichen, kurz abzttdeuteo, weichen Nutzen dieselben fiir die 
Berechnung numeriMher Werthe der Reihe F^ay^^y^x) gewahren« Durch 
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die Formel (18.) ^^nn man )ede Aeibe^ m welcher Am letzte Element x 
negativ ist^ lo eine andere umformeni in welcher dasselbe positiv isi. B*er« 
uer kann man durch die Formet (23.) jede Reibe F{(i.^ ß, y^ x), m welcher 
X positiv und ^f ^ durch swei andere ausdriieken^ deren letztes Element 
^i ist* Besondem diese Umformung ist für die numerische Berechnung 
höchst vortheiihaft ; denn da die Reihe F nach Potenzen des letzten Ele» 
mentes geordnet ist> so wird sie desto rascher convergiren^ je kleiner das* 
selbe ist« Im ungünstigsten Falle j^ wo das letzte Element dem Werthe ^ 
sehr- nahe kommty wird man die Werthe der Function F{ctjß,yjx) immer 
noch durch Reihen berechnen können, iu denen jedes folgende Glied klei« 
ner als die H&lfte des vorhergehenden ist« Indessen leidet diese Regel 
eine Ausnahme : die Reihe F(o^ ß^ y^x) ISfiit sich nämlich nicht durch zwei 
Reihen ansdrScken, deren letzte Elemente 1 — x sind^ sobald y — a — ß 
eine ganze positive oder negative Zahl ist; in diesem Falle schliefst uäm« 
lieh die Formel (23.) unendliche Quantitäten ein^ und wird dadurch un« 
brauchbar. 

§. I3s 

Aufser diesen Gleichungen zwischen zwei und drei Functionen F 
lafst sich aus den gefundenen pariiculären Integralen der Gleichung (h), 
welche im Paragraph 8. zusammengestellt sind, noch eine ganz andere 
Art von (SIeichuogen ableiten. 

Wenn nämlich die Differenzialgleichnng (I.) durch zwei Integrale 
erfüllt wird| welche ich durch y, und y„ bezeichne, so ist: 

dx^ ' a:(l~a?) * dx ap(l — x) ' 

d*r„ j y-(«- f / ?-f l)a? dj^ «AV//^ _ n 

dx^ x{i — x) dx x{t — x) 

Multiplieirt man die erste dieser beiden Glacbungen mit f„ , die zweite 
mit y, . und subtrablrt, so erhält man : 

^'^ dx* ^^ dx* ~ x{\~x) V" dx ^' dxf 

Setzt man r„ ^ — j, -~ = y^ »o g«bt diese Gleichung über in : 
und das Integral dieser Gleichung ist 
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Setzt man nun für F seinen Wertb curSok« so hat man folgende Glan 
chung zm»chen den zwei Integralen y, und y,, und ihren ersten Diflferan« 
zialquotienten : 

Man verglMohe hieraber eine Abhandlung reo Abel in diesem Joumtle 
Band II. pag. 22. 

Nimnit men nun cnnSdist die beidm Int^nde 1 und 3, f. 8.: 

y,,^ F(a,fty,«), y, s= «*-^F(a-y+l,ß-y + 1,2-7,«), 
so wvd: 

^ = !L^F(a + I,ß+l,y + l,«), 

^ «= (l-.y>-)'f<a-7+l,^~7 + t,2^7,«) 

+ («-y4-iM/?-r-4-*) ^'-.F(a-7+2,ß~y4-2, S-y,*). 

Diese Werthe in der Gleichung (28.) substitoirt, g^en, nachdem durob 
x~> dividirt ist: 

C.(l-x)r— ^» = ^xF(a-r+i, ß-r+i, 2-y,«) F(«+l, ß+i, y+I,,) 

- i^«, A y, «) ((1-y) F(« - y +1, /?- y +J; 2 - r, «) 

Setzt man zur Bestimmung derConstante .r^sOi so findet man Cssy-^t, 
und man kann diese Gleiohung so darstellen: 

29. B(a, ß,r,x) F(«-y+l, /J-y+1, «-r, «) 

Wir wollen noeh eine andere Formel dieser Art herleiten ans den 
beiden Integralen ]> und 5| des §. B.^ 

= ^(a, ß, 7i ^)i yy/ =« ^(Of ßi Ä + 3~7+l, 1—*), 
woraus 

iÄ „ 2^F(a+l, ß+1, y+1, a:), 

Diese Werthe in der Gleichung (28.) substiluirt, geben , wenn durch ^^ 
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divMirt und dies mit der aooh zu beatimmendeo ConsUinte C Terbua* 
den wird: 

30. F(«, ß, « +ß— y+t, ir-x)F(<i +1, (3+1, y +1, *) 

+ ^4717+1 ^(«' ^' V' ') ^('=*+'> ^~^^> a + ß~y + 2, l-a-) 

Um die Cotutante C zu bestimmen, vervvandlc man die beiden Reib<*n 
F(a, ß, a + ß— y+1, l~x) und F(a+1, /3+1, a + ^— y + 2, 1—«) na«h 
Formel (17.), ao erhält man, nachdem durdi x~^ dividirt iat, 
31. arJP-C«— y+1, jS-y+l, a+|S— y+i, 1—*) F(a+l, ß 4-I, y +1, *) 

+ a+ALy+i ^(S^ ß» y» *)^(*-Y+l» ß--y+l, «+^-y + 2, 1--*) 
Wird nun xssO gesetzt so ist 

— g(g+<g-y)/7(y) 

n{a)n(ß) • 

Die Gleichungen (29.) und (30.) lassen sich auf unendlich Tersobiedene 
Arten umformen und vervielfältigen; nümliob nicht nur durch die im 
{. 9. und $.11. gefundenen Verwandlungen der Reihe F(a, ß, y, x), son- 
dern auch durch die Rednctionsformelo, welche Gaufs in seiner Abband« 
luog pag. 9 bis 12 unter dem Namen relatinnes inter functiones conti- 
gttas aufgestellt hat. Wir wollen einige dteaer Verwandlungen auf die 
Formel (31.) anwendpu. 

Wenn in (31.) die beiden Reiben ^a,|3jY»«) 1»^ ^(a+1» ß+l,y+l,») 
nach Formel (17.) verwandelt werden, sodann durch (1 — «)r-«-^* divi* 
dirt und für C sein Werth gesetzt vHrd, ao ist: 

jfF(a~y+l,ß— y+1, a + ß—y+l, l— x)F(y— <^y^ß,y+^,») 

+ ^zrtzTy n-i-fh 7-ß, 7, *)F(tt~7+l, ß~y+i,a-|-ß-y+2, 1-«) 

— n{a+ß-r)n{r) 

w^^am — 

Wird ferner y — oi statt a nod y — ß statt ß gesete^ so wfard 

33, xF(i—a, 1— ß, y— a— ß+1, l~a:)F(a, ß, 7+i, «) 

+ y-lZfj Ti ^(^ ft y> ') ^(^~«> l-ß,y-a--^+2, l-*) 



6f 3. Kummer, über die hypergeemetrUaf Reue tf g^.Jg 4- *^'|'^ gi-*x* •!•'•" 

Nun ist aber nach einer bekannten Rediuetionsformel (6a uf« AbhilL 
pag. 9. GL 8.) 

* F(a, ß* y +1, s) « jX^(F(a-.l, f3, y, 4,)-(|— j?) F(a, ß» y, *)), 

tind daher auch 

(1^*)F(1-«, 1—^, y— <8-^-)-2, 1-*) «= 

Werden diese Werthe in (33.) 9uiMtitiiirt| so erhalt man, nadi einten 
Reductionent folgende Gleiohuog: 

4.(y~«)F(a-l, A y, a?)F(l-a, t~ ^ y-«-/?+l, 1~*) 

In 4er Folge werden wir Gelegenheit haben ^ von dies« Formel tAm 
sehr wlcbtigen spedellen Falles zu erisr&hnenp 



Abschnitt III. 

Speciellere Umfohnangen der bjpergeometrisehen Reihe 

jPC^ ß, yn x)^ welche statt habeit» indem von den drei 

Elemeulen o, 0, und y nur zwei beliebig bleuten« 

§. 14. 

Da nun im vorigen Abtobnitte alle Integrale von der Form 
wV{a',0%y\z) gefunden sind, welche der DifTerenzialgleiofiung (1,) un« 
ter der ToratvHftetzung genügen , dais die drf< Elemente Os ß, y ganz uo» 
abhängig von einander sind^ und db Ae aus denselben entspringenden Glei« 
ohungen^ welehe die allgemeinen Eigensohaften der Function t{a, ß, y^ jp) 
ausdrücken y gebildet worden sind: so ist nnn noch zu untersuchen , ob 
vieUeicbt in speeielleren FSUen, wo die drei Elemeote a, ß, y nicht gans 
unabhängig von einander sind^ noch wesentlich andere Integrale von der 
Form y = w¥[a!^ ^% y\ z) und somit auoh neue, wenn gleich specieliere^ 
Gleichungen Hir die FunOtion F sich ergeben möchten. 

Es soll also angenommen werden^ unter den Griifsen a, ßf y ^de 
eine Bädingnngsgleichung Statt, von der Form 

na + n'ßJ^n"y-^n''' = 0, 
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tro n'j n*^ etc» coDstante Zahfencoeffictenten tiad. Diese Gleichung mag 
»ntcr fotgeode bequemere Form gesetzt werden: 

r. y AT ma + m'ß + m". 
Den Fall n*^ =0 in jener Form sobliefst zwar diese aus: es soll aber spä- 
ter gezeigt werden 9 wie dieser Fall sich aus den anderen ableiten ISfiit. 
Die Aufgabe dieses Abschnittes kann nun auf eben dieselbe Weise ge» 
löset werden 9 wie die des vorigen Abschnittes^ indem untersucht wird^ 
welche Integrale von der Form wF(a\ ß\ y^f z) der Differenzialgleichuog 
(1.) $.4. geniigeu, wenn 7=5/720 + ''^'^ + ''»'' gesetzt wird, so dafs noch 
a und beliebig bleiben« Es ist jedooh zWeokmafsiger, die Aufgabe hier 
etwas anders zu stellen, und zwar so: 

Die Integrale von der Form wF{a,ß,ma'{' m'ß-^m^ z) zu finden, 

welehe der DifFerenzialgleiehimg 

2 ÜZ -u y^ — (^^ + /y+*)^ ^y _ ^'fi^y _ o 

genügen, wenn 

(/ = va + v'ß + v'' 
und die aus diesen Integralen entspringenden Gleichungen zu bilden« 
Diese Änderung luuft nur darauf hinaus, die gestrichenen Gröfsen a% ß% 7' 
mit den ungestrichenen a, ß^ y zu vertauschen. Die Gleichungen, aus 
welchen w und z bestimmt werden, sind daher jetzt: 

Cf <v 

^' dzdx^ '^\dzdx) z^{i-zr 'doo^'^ rr^il— X;^ — ^» 

wo ^, jB, C7, A\ B' und C^ dieselben Bedeutungen haben, wie in der Glei* 
chung (4.) des vorigen Abschnittes, und wo Tdr 7 sowohl als für a!j ß^ 
und 7^ die angenommeneD Wtrthe aus (1.) und (3.) zu setzen sind« Sub- 
stituirt man diese Werthe des 7 und a^ ß\ y' in der Gleichung (5.), so 
erhalt man eine Gleichung, in welcher a und ß vorkommen; und da 
diese beiden GruTsen ganz beliebig sein sollen, so müssen hier alleTheile 
dieser Gleichung, welche a% /3^, aß, a, ß zu Factoren haben, fBr sich ver- 
schwinden, so dals io dem gegenwärtigen Falle die Gleichung (5.) in sechs 
einzelne Gleichungen zerßiUt, welche alle denselben Werth des z geben 
müssen. Die Quantität jfz^'\'Bz+ C für diesen Zweck entwickelt, wird 
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Az* + Bz + C 55= (*-.in)*a» + («—mO* /»*+(-*•— (in + iii'-.2)2+m7ii')2«/Ä 
4. ((m— m'O ^ + m (m''- 1))2«+ ((m'-m'O z + m'im''—i)) 2/9+**4-2jn''z+m''(«- 2). 

Die Quantität A'x^-^B'x+C eben so entwickelt wird die Form haben: 

J'x' + B'x'^C = p a' + y./3^H-r,2aß4.,v.2fl6 + /.23 + i/, 
wo die Grüben p$ 9$ ff a, t, u sSmnitltch Trinomieo von der Form 
a,r^'\-bx'\'C sind, deren nähere ReKtimmiin«; jetzt unnötbig sein würde. 
Werden also nun alle Theile der Gleichung (5.), welche a^, j3^ aß, o, ß 
zu Factoren haben, einzelii gleich gesetzt, so erhalt man folgende sechs 
Gleichungen : 



6. 






7 g -. 



8. 



x*Tl— a:)*~ z^(i—zydx^ ' 

_ (w — ni^O g 4- »y» {fn''— 1) r?s» 



10. 



Aus diesen Gleichungen sollen nun zunächst wieder die allgemeiDen For* 
men gesucht werden, welche z als Function von x haben kann« 

Die Gleichungen (0.) und (10.) durch einander dividirt geben: 

also mit Ausnahme der Fälle m^=s?n'^ m''= t und //}''=: 0, in welchen 
Fällen c ganz aus der Gleichung (12.) verschwindet, kann z durch diese 
Gleichung als rationale Function von s und t dargestellt werden, und ist 
eonout auch rationale Function von x. 

Ferner die Grlelchungen (6.) und (7.) durch einander dividirt geben: 

13. -E- == ('-^y. 

9 \x — »»V 

Da nun, mit Auenahme der angegebenen Fälle^ z eine rationale Function 
von X ist» so Diufs sich aus beiden Theilen der Gleichung (13.) die Qua- 
dratwurzel rational awtziehen lassen, und deshalb müssen p und 7 beide 
vollständige Quadrate sein« Wenn dies aber der Fall ist, so erhält maa 
aus Gleichung (13.) für « die Form: 
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o .r 4- Ä 

Die«e Form de» z ist aber schon im vorigen Absohuitte vollstaoilig unter- 
sucht worden, und kann daher überall, wo sie hier vorkommt, verworfen 
werden. Es folgt also hieraus, dais nur dann, wenn eine der Gleichungen 

m = m% m" = U W = 
Statt hat, ein passender Werth des z gefunden werden kann. 

§. 15. 

Es soll nun zuerst der Fall untersucht werden, wo m nicht = m^ 
wo also entweder m'' == 1 oder m'' = sein muft. In diesem Falle er-, 
halt man aus (13.) für deu Wprtb des z: 

und hieraus cieht man: 

dz ^_ ]^ ^yd.T ^ dTf 

dx ~ 2V'pq(yrp^iiY » 

^ ^ ~ (V^p-yW "' 

Werden diese Werthe in der Gleichung (6.) substituirt, so wird 

/ dq dpy 

p • V^ äx ^ da ;/ 

Der Theil rechts vom Gleichbeitszeieben muls nun rational sein^ weil dw 
andere Theil dieser Gleichung rational ist, und dies ist, wie man leicht 
sieht, nur in folgenden vier Fällen möglich: 
16 \^ =^ 1 wnd m' =s — 1, TW = und //i zsz 2, 

|m = — 1 und /w' = 1, m = 2 und m' =s 0. 

Die beiden letzten dieser Fälle können unberiioksichtigt bleiben, da sie 
durch Yertauschung von a und ß, m' und //?, sich aus den beiden andern 
ableiten lassen. 

Für den Fall m=r1, /n's— -1 geht die Gleichung (15.) über in: 

17 r 7 .^ V dx ^ äx/ 

und der andere Fall /7is=0 und m* =si2 giebt genau dieselbe Gleichung, 
so dafs für beide Falle sich aus dieser Gleichung (17») dieselben Werthe 

9* 
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Tcm p and ^ ergeben müssen. Der eine Theil dieser Gleichung ist ein 
vollständiges Quadrat; also mub es der andere auch sein, und deshalb 
muEf 7 ein roIUtändlges Quadrat sein« Setzt man also; 

f s= (ö + 4*)% p s= «' + 2Ä'j; + c'-r*, 
so erhalt man aus der Gleichung .(14.) folgende zwei Formen des «> in 
dem Falle, dals m und m^ einander nicht gleich sind: 
Wenn m = 1, m* ss — 1, so ist: 

Wenn iw = 0, m' s» 2; 

f. 10. 

Nachdem nun fSr den Fall, dab m nidit vsm*f die Formen des s 
gefunden sind, so ist noch der andere Fall su untersuchen, vro msszm' 
ist* In diesem Falle geben die Gleidiungen (6.) nnd (8.), durch dnander 
dividirt : 

OA *• ~ m^-2(m-^i)z—z^ 

und die Glmdkuagen (0.) und (9.) geben eben so: 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

r4-2s _ m»+2m(in^^— t)— 2(m^^— i)z — Jt* 

und da der gemeinsdiaftliche Factor m — z aus Zahler und Nenner sich 
hin weghebt : 

22. ^+-^ -- yn+2m^^--2+z ^ 

p m — z 

Hieraus ist klar, dals, den einzigen Fall ausgenommen, wo m-^-^lm" — 2 
s=r — Wf d.i. m^'ssl— -mist, z eine rationale Function von x sein mufs. 
Aus (20.) erhält man nun aber durch Auflösung der quadratischen Glei- 
chung folgenden Werth des z: 

— (m— l)p + py^((2m»— 2m+l)- 2m(in— 1)— ) 



23. 



wir 

LJL P 

r+P ' 



und damit dieser in Beziehung auf — , oder, was dasselbe ist, in Bezie« 

p 

hnug auf x rational sei, mols entweder m asO oder m^s 1 sein. 
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Für den Fall m=sO und m^ssO ist aber 

24. « « 4r-« 
Für den Fall ma= 1, m's I irt 

25« a s= ■ / ■ • 

'"TP 

Fnr den Fall M*^ sst^-^m, (8r weMien z nioht eine rationale Fkino- 
lion sein mubte^ mufs die in der GleidbuBg (23«) enthaltene allgemeinere 
Form genomm^i werden^ welche sich jedoch sehr vereiafedit, indem hier, 
wie bald gezeigt werden soll, m nur deo Werth | haben kann« 

Es mögen die in diesem Abschnitte erlangten Resultate der Haupt* 
Sache nach jetzt noch einmal kurz zusammengestellt werden. 

Der Differenzialgleichuog (2.) kann nur dann ein passendes Integral 
von der Form j=: «^F(a, ß, /^ia + m'ß-f- w'', «) genügen , wenn 
,''1) /7?=1, /w'=l, also ys=^wF(a,ßf(i — ß + m^\ z\ 

2) /w=0, 7/2'=52, also y=u;F(a,ß,2ß4-m'', z), 

26. (3) m=:0, /w's=0, also y=:i£;F(a,ß,m'^ z^ 

4) /7i=l, m^;=zt, also y=«^F(a,ß^tt+ß+iw'', z% 

§. 17. 

Es aoüen nun zunächst nur lür die FSIle 1) mid 3) die Werthe des 
z wirklich bestimmt werden, weil nachlier gezeigt werden wird, dab aus 
diesen sich die Werthe, welche z in alten übrigen Fällen haben kann, 
zehr leicht ableiten lassen. 

Für den Fall /7i = l, m^= — 1 haben wir oben för z die Form 
gefunden : 

WO 

Diese Werthe in der Gleichung (17.) substituirt, geben, nachdem auf bei« 
den Seiten die Quadratwurzel ausgezogen ist: 

Man darf in dieser Gleichung nur das obere Zeichen + berücksichtigen; 
denn die Werthe der a, 6, a\ b\ c\ welche dem Zeichen — entsprechen, 
erhält man, indem man die Vorzeichen vor a und b Tcrandert, welches 
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wieder darauf hinauslauft^ ^p mit itm Zaohen + su nehmeo. Werden 
nun die Nenner dieser Gleichunj; durch Multiplieatioo hinweggebracht) und 
die Cocfllcienten der gleichen Potenzen von ar auf beiden Seiten einander 
gleich gesetzt, so erhält man folgende fünf Gleichungen zur Bestimmung 
der fünf Grolsen a, b, a\ b\ c*: 

1) a\a'—a') =r 0, 

2) c'(c'— Ä') = 0, 

4) t' (c*— Ä') -j- e' (b'—ob) t^ae'—b b\ 

5) a'ic'^b^ + 4 b'{b'—ab) + c'(o'— «') = 2ÄA'— 2oc'--2o'A + 2flÄ'. 
Alle möglichen Werthe der Quantitäten a, bj a'y b', c' zu finden, welche 
diesen fünf Gleichungen genügen, hat gar keine Schwierigkeiten. Wenn 
man alle diejenigen verwirft, welche dem z in der Gleichung (27.) einen 

Werth von der Form ""'^ , " , oder welche z a= oonst. geben wurden, 

so Gndet man folgende neun Bestimmungen dieser Grülsen: 

1) «=0, Ä=sl, ö'=:0, A'=l, c'=0. 

2) = 1, Ä = 0, ö'=0, Ä'=i, c'=a 

3) « = 1, 6=1, ö'äO, ä'sb2, c'=0. 

4) fl = 0, Ä= — 1, «' = 0, Ä'= — f, e'=l. 
30. < 5) = 1, Ä=s— -1, ii'=0, i's=— i, €'=!.' 

6) assl, A = — 2, fl'saO, Ä'=s--2, c'=:4. 

7) a=B — 1, Ä=0, o'=l, Ä'=s — i, c'=o. 

8) CSS— 1, 6 = 1, ß'=I, 6'== — i, c'=0. 

9) C = — 2, Asssl, C'==4, i'srs— 2, c'=0. 

Diesen entsprechen nun, nach Gleichung (27.), folgende Werthe des z: 

rt T±yx -, l+Vx „ l+a: + 2Vx 

., 1 _ ^.x±V(j'— g) e. _ t - 3-+ V r .v«— j c) _i — 2.r+2V(x»- a?) 

« -— l±nir:f> 8\ ^_ -i-fx± y(i-x) _ -2-t-x+2V(i -x) 

'; ^-—t^yfr^Ii)* ) *~-i+x+V^_x)* ^' *~-2+x + 2K(l^* 
welche dem Falle /nssl, An's — 1 angehören, oder die Werthe des Zy 
für welche y = a» r(a, ß, a— ß+'"" «) def Differenzialgleichung (2.) 
genügt 

Eben %o soll nun noch der Fall m as 0, m' =s untersucht werden, 
für welcheo oben, Gleichung (24.), für x die Form gefunden wurde: 
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32. ,=:-^. 

r+p 

Diesen Werlh des s in der Gleichung (6.) substihHrt, giebt: 

qo g „^ \ da: ^ cfjcf 

woraus man sogleich ersieht , dafs p ein vollstäodigps Quadrat sein mufs. 
Se^zt man nun: 

p = (ö + Äjr)^ und p + r =: 2(fl'+26'jt+ c'a?0, 
so yerwaodell sich diese Gleichung in: 

a:{i^x) "" --(a'-'^a»y-f2(6'--a6)x4.(c'--.A^)je«* 

Diese Gleichung ist gans dieselbe, wie Gleichung (28«), und inufs deshalb 
auch dieselben Werthe der Quaqticaten a^ bf q\ b\ o* geben« Wenn man nun 

wieder diejenigen« welche z «= oonst., joder z von der Form '^'^^^ geben 

wiirden, verwirft , so kann man Ton den hei (30.) gefondenen Werthen 
nur die drei Werthe (3«), (6.) und (9.) in dem gegenwärtigen Falle an^ 
wenden, mufs jedoch jetzt folgende drei; 

Q s ^1, Ä ^ 3, a' t= I, J' =5 0, r' = 0, 
o Ä ^% A = 1, a* = 0, i' =3 0, c' =a 1, 
a =5 1, A s= 1, a' = 0, A' » —1» c' = 1, 
welche in dem vorigen Falle verworfen wurden, hier hinssunehmen. Man 
erhält so folgende sechs Werthe des x, welche d^m Falle m=:0, m^=0 
angehören, oder fSr welche y^=sw F(c^ 0, tti'^ i;) der Differenzialgleicbuag 
(20 genügt: 

§. 17. 

Alis den im vorigen Paragraphen gefundenen Werthen des z sollen 
nun alle übrigen hergeleitet lyerden. Dies geschieht duroh Anwendung der 
SStze (4.) und (5.) des $. 7. 

Wenn nämlieh der DiSerenzialgleiehung (2.) ein Integral r-a 
uaT{a, ß, a^ 0-)-/n", s) genagt, «o geht aus demSatee ^4.) ^ 7. hervor, 
daTs derselben aach das Tntegral 7=;tt»Ffcc, ß, 2ß —^''+1, 1 — «) geniU 
gen murs. Die Werthe de» » also , welche dem Falle /n = 0, m'-=:2 



35. 



J 
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angeboren» erhält man iminktelbar aus den hti (31.) (ur den Fall /nssl, 
m' s= — 1 gefundenep , indem man diesdben von der Einheit abzieht ; 
wdobes auch genau mit den bei (18.) und (19.) gefundenen Formen 
dieser Werthe übweinstimmt. Diese Wmrthe des z, dr welche y=: 
F(a, ß, 3 ß + m'\ z) dor DiflEerenaaalgleichung (2.) genügt, rind daher: 

-« L ±2y(y«~x) ,_ ±2Trfa'-») .-. IWfizfL- 

V ,- ±2V( l-x) g^ ±2y-(l-a) ±4^(1-^) 

Wenn ferner der Differenxialgleieliuog (2.) das Integral y^sz 
wF(^afß,a^ß + m^\z) genfigt^ so mufs naeh dem. Satze (5») §•?• det^ 

selben auch das Integral y=(l—«)-*a;F(a, a— 2jS+w",«— ß+m",^^;^ 

genügen; oder wenn statt ß gesetzt wird ^~^'*"'^ -> so muls der Differefi* 
9sia1g1eichung (2.) (in welcher jedoch nun die Quantitäten ot\ ß\ y andere 
Werthe haben) das Integral y = (1—^)-^ ^F^oi^fßf '''^^^'^'\ ^) ge-> 

niigen. Ein solches Integral kann aber nicht Statt haben, ander wenn 
m^^ =:i f wo es mit dem fünften Falle bei (26.) zusammenstimmt. Die 
dJcM^em Falle angehörenden Werthe des z lassen sich aiiio ebenfalls aus 
den bei (3 h) für den Fall mcsl, m' ss^^t gefundenen herleiten. Und 
zwar wenn ein beliebiger von diesen durch z, bezeichnet wird, so wird 
der entsprechende Werth, wdcber dem Falle I7t8=//i's=l — m'^ (oder, 
wie jetzt naher bestimmt worden, mssf, m^sss^y m^^sf) angehurt. 



-4^ sein. Diese Werthe des ^, für welche ys?=«^F(a,ß,?5i|i^,^J 
der Diffcrenzialgleichuog (2.) genügt, siqd daher: 

Auf dieselbe Weise werden aus den gefundenem sechs Wertfaen des 
z, welche dem Falle m = m' = angehören, diejenigen gefunden, welche 
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^em FaHe mssm^^=:i enfeprechen. Wenn nämlicli ein Integral y ^= 
wF(oL, ßy m"j z) der Differeazialgleiohuog (2.) genügt^ so folgt aus dem Satze 
<4.)§.7., daCs derselbe auch dasintegral j = 2t^/^(a| |3, a+jS— /w^-f-l, l--;t) 
gefliugen miifs« Man findet also die Wertbe des Zy welche dera Falle 
/n SS m^ = 1 entspreoheii , indem man die bei (35.) fiir den Fall m ss 
in^ s= gefundenen von der Einheit abzieht* Dieselben sind daher : 

Wir haben zu Anfange dieses Abschnittes $• 14«, jener Bedingunga« 
gt^cfattfig /2a + /2'|3 + /i">' + «''»=0, welche unter den Quantitäten et, ß, y 
Statt haben sollte , die Form gegeben y=^ma'^m*ß'^m^^f und haben 
bemerkt, dafs diese Form den Fall n^^ s& in der vorigen aussditielst« 
Dieser Fall mufis jetzt der Yollständigkeit wegen besonders betrachtet 
werden. Wenn n'^s=iO, so kann dieser Bedingungsgleicbung die Form 
0r=:/7a-|-^ gegeben werdc^n; es ist daher noch zu untersuchen, in wel- 
dien Fallen der Differenzialgleichung (2.) ein Integral von der Form 
y^=stvF(a^na'^n'^yfZ) genügen kann« Wenn nun ein solches Inte- 
gral genügt, so mufs nach dem Satze (I.) §.7» auch ein Integral ys=z 
(1 — ^y-»»-«^»' F(y — ^^ct, y — na — n\ y, z) genügen , oder wenn gesetzt 

vnrä ^"'^"T" »tatt a und -^7 — statt 7, so mufs dieser Differcnziablei- 

chung das Integral genügen : y = (1 — «) ""^'^ wF\(l, ß, ~;^ — ^^ — ^^, «j . 

Die Integrale von der Eoxm y^=^wF(jiy n(i'-\'n'jyyz) können also keine anderen 
Wertbe des * haben, als die \on der Form y = e£;F(a, j3, /77a+/7i'|S+m'', z), 
wdcbe oben gefunden worden sind, mit Ausnahme des einzigen Falles /i s= 1 ; 
denn für diesen pafst die so eben vorgenommene Umformung nicht« Wenn 
nun aber ein Integral y^=^ioF{(i^OL'\' n',y^z) genügen soll, so mufs nach 

dem Satze (4.) $.7. auch das Integral i^;(l— «)""F^a,y— a — ^^7^-:^) 
genügen , oder wenn y = a + ß + ^^ gesetzt wird , so muCs auch das In- 
tegral / = w{\ — zyFyUi |3* Ä + l3 + ^^ T^ genügen* Die diesem In- 
tegrale (oder der Form m s= 1, m' =: 1) angehörenden Werthe des z sind 
aber bei (38.) gefunden worden« Nennt man nun einen derselben z, , so 
ist der entsprechende Werth in dem Integt*le y^=^^^ ^{pt^^ä.-j-n'^yfz)^ 

Crelle's Joumi) d. M. Dd. XV. Hft. 1. 10. 
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gleidi "^ , « Diese Werthe, welche dem Integrale y=siwF(a, «+«', y, s) 
•ngehoreD, siad daher: 

Die Ge»ammtzati) alter Werthe des ;s^ welche Statt habeo küDneo^ damit 
der Diflereiizialgleichuiig (2.) ein Integral y = urF(cLy ß, y, z) genage, in- 
dem unter den Quantitäten a, ß, y eine Bedingungsgl^cbung von der Form 
/?tt + /2'ß + /i''y + /2'''=0 Statt habe^ ist also 72, und unter diesen sind 
27, welche sich von 27 anderen nur durch die Vorzeichen vor den Wiir«^ 
zelgröfsen unterscheiden« Von diesen 72 Werthen des z gewahrt wieder 
ein jeder vier Integrale der Gleichung (2.); die Anzahl aller dieser par- 
ticuKireu Integrale der Gleichung (2.) ist daher 288. Die 72 Werthe des 
z haben ferner viele merkwiirdige Beziehungen zu einander^ von welchen 
hier nur folgende erwähnt werden mag, die aus dem vierten und fünften Satze 
des §• !• hervorgeht, nemlich dals, wenn ein beliebiger dieser Werthe durch 

Zi bezeichnet wird, auch die Werthe t — «1, — , :; — —^ - ^' v und ^^~l 

in den 72 Werthen des z- enthalten sein müssen. Es können daher von 
diesen Werthen zwölf als die urspriinglidkeu betrachtet werden, ans de« 
ncn die übrigen sich auf die bemerkte Weise ableiten lassen. 

§.18. 

Von allen den gefundenen Wertheu des z wollen wir jetzt nur 
zwei auswählen und fiir diese die zugehörigen Werthe der Quantitäten 
^^ ß^ y^ iiud die particuiären Integrale der DifiTerenzialgleicbung (2.) 
vollstiiadig bestimmen. Diese werden dann zwei einfache Gleichungen 
zwischen zwei bypergeometifischen Reihen gewähren, aus welehen alle 
übrigen Gleicbungeu , welche unter den 28& Integralen Statt haben kön- 
nen, sich ableiten lassen werden. 

Zunächst werde untersucht der Wertb (31, 7.): 

Durch tliffenmzürpn giebr dieser: 

dt, 1 d^z _ 3a:~2 + 2irfr— jt) 
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'^dz.dx* \dzdx) 4(1—37)*» 

und diese Werthe In der Gleichung (5.) substituirt, geben: 

3 ^(1 - V(l-;p))'-f-Bx-t-C(i4-V(t-~a;))' , A'.T*-i^ B' x+C> _ . 

4(l-x)« ■ 4i'(t-.x)* "*■ a:'(l-ar)» — ' 

oder nach gehöriger Rcduction: 

Damit nun diese Gleiohung für jeden Werth des x identisch sei, oder da- 
mit 2 = ^~ ^.^ ; ein richtiges Integral der Gleichung (3.) «ei , müssen 

l+v (1— JC) 

folgendlB Tier Gleichungen Statt haben: 

***** B 2^ 

Setzt man nun für ^, B, C, J', B', C ihre bei (4.) §. 4. angegebenen 
Werthe, so werden diese Gleichtmgeo: 

^'(y_.2)=:y(7-2), («— ß)' — (y-1)'. 
Diesen Gleichungen kann auf vier verschiedene Arten genSgt werden. 
Wir wollen aber nur folgende Auflösung nehmen: 



OL sss. -T- 



?-, ß'=^, y = a-ß + l, y = a-ß4-l. 



2' '^ ^ 



Substituirt man diese Werthe des «', ß', 7' »n^ 7 « der Gleicbung (4.), 
welche den Multiplioator giebt, so erhält man 

a,ß,a— ß + l,|^pjpAp^) der 
DiSerenzIatgleichuiig 

deren lotpgral ebenfalls y = f(|^, ^^,a~3+l,r) ist. Da nun die 

« 
beiden Integrale dieser DiflFerenzialgleichung sich nacb ganzen afeigendeu 

Potenzen von x entwickeln lassen, so können sie nur durch «ioen cou- 

stanten Factor sich unterscheiden (man sehe §• 9.)> wnd diesen findet man 

sogleich durch den Fall jf = 0, nämlich c = 2". Man hat daher die Gleichung 

10* 
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Eben 9o wollen wir nun noeh eine Gleichung herleiten , welche 
der Werth des z (31,90 gewahrt^ nämlich: 

Durch differenziirf'n erhalt man hieraus: 

dz _ 2 ej*^ _ 3x^!2 + 4\r{l^x) 

^diäx"" \dzdx) 4x* (!—*)> 

Dies in der Gleiobung (5.) .subsfituirt, giebt: , 

Damit diese Gleiehting fgr jeden Werth des x statt habe, mitsaen folgende 
tier Gleichungen erfüllt werden: 

3 + 4^' 5= AJrB-^C, Z^%A^%C+B » 0, 

3+3>* + 2C— C = 0, -^— C = 0. 

Setzt man nun iar Jy D, C, J\ B^ und C' ihre Werthe durch a, j3, 7, 
le^^ j3^ und >' aosgedriiokti so findet man leicht, dafs diesen vier Gleichun- 
gen folgende Werlhe von a\ ß\ y% und 7 gecügen: 

Substituirt man diese Werthe nebst denen von e und ~- in der Gleichung; 
(4.x 80 erhält man den Multiplicator 

Hieraus folgti dafii das Integral 

y = c(i+ ni-'')r'- f(«, 9, .-ß +t, ( <;;^^;igj) ') 

der Diflferencialgleicbuiig 

dar» •' x(l— jp) </a- »{l^x) 

genügt« Da dieser Gleichung aber auch das Integral 

genügt^ und diese beiden Integrale sich nach ganzen steigenden Poten- 
zen Ten X entwickeln lassen^ so können sie sich nur durch den con- 
stttBteit Factor imtersobeiden« Wird dieser durch den Fall x^sslO be* 
stimmt, so hat man folgende Gleichung: 

41. r(a,a~ß + J,2a— 23+Jt.r) 
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f. 19. 

Aus den beiden 6leichiuif»en (40.) und (41 •)9 verbunden mit den 
allgemeineD Formeln ^ welche im rorigen Absobnitte gefunden worden 
Bind 9 werden wir nun alle Gleichungen herTeiten können, welche unter 
je zweien oder je dreien der 288 Integrale der Differenziafgreichung (2.) 
Statt haben, oder^ was da^ieUie iat, die Gleichungen welche in dem Falle 
Statt haben , wo von den Quantitäten a, ß und. 7 nur noch zwei belieb^ 
sind. Zunächst mögen folgende adit aufgestellt werden: 

47. F(«, «+i.y,x) =(f~:r)-'F(2«,2y-2«~l,y,^^^l^), 

48. F(»./?. 2Äx) 3:(l_«rlF(«,2^-«,/J-fi,~^-^^;^E^)' 
4§. F(«,A«+/J+},a^= F(2«,2A«r+/9+f,t±nL-::£)). 

Die Gleichung (42.) ist mtt (40.) identisch , imd ist nur dadkirch in 
diese Form gebracht, dafs 2a statt (Lp und 2 a — y + 1 statt ß gesetzt ist. 
Eben so ist (43.) aus (41.) abgeleitet, indem a — i3 + i statt ß gesetzt ist. 
Die Formel' (44.) erbäft man auf folgendie Weise aus (42.) und (43.)« 

Man setze in(|l34 ^<^ "^^^ ^ Y^-l statt ß, und ~^^^ statt x^ so ver-» 
wandelt sich 

weshalb (43.) übergeht int 

•OB wehdier Gleiehang, verbunden luit (42.), unmittelbar (44.) folgt. Teiv 
wftndek man ferner, in (42.) und (44.), x in ~i» y in Ä+ß-f- ^, und 
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formt Jie Reihe Z' (a, a + f > tt + ß + ff J^) nacb Formel (18.) §,9. um, 

so erhält man (45.) upd (46.). Verwandelt man endlich, in (42.), (43.) 
(45.), die Reiben F rechts vom Gleichheitszeichen nach Formel (1&) §. 9., 
80 erbalt mau (470, (48.) und (49.)» 

Man kann dieselben acht GIdk>bungen auch in folgender Form 
daratelleu : 

50. F(a. ß, a-ß-ti, ») z^ (i+ar'F^^, ^ , «-ß+i, ^i^) , 

51. F(«, ß, »-/J+l,ar) «±<l+ira:r'"F («,«-/?+!, 2«-2/9+l, irPi^)' 

52. F(«,A2/9,ar) =(l._|:)'-"F(|-,^*,^+f,(^)'), 

5$. r(«, A «-/?+l, *) = (l-*r >P(y , ^=^, »-/S+1, ^^^) , 

56. F(a,Ä "-^p^»^) = (V(l^)±V-(-:r))-'«F(«,^, «+/?, ^-^±1^^;^.). 

57. F(„.Ä'^-^.x)=F(|..f «-±|±!.4.(1-.)). 

Diese acht Gleichungen «ind wegentlich dies etben, wie ^die vorigen acht. So 



a 



z. B» bt (50.) mit (42.) identisch, wenn in dieser -^ statt a, ja"— ß + i 

4;r 

statt 7 und ? ^ . .> ^^^t o^^etzt wird; und ai^ ähnliche Weise die übrigen. 

Alle diese 16 Gleichungen enthalten 20 von ä^n in §• 17. gefunde« 
nen Werthen des letzten Elementes z^ und zwar grade alle diejenigen^ 
welche zugleich mit x verschwinden ; die übrigen Werthe des z geben keine 
Gleichungen unter ;zwei, sondern unter drei Functionen F» Mit Hälfe 
der Formel (17.) §• 9. können aus jeder dieser 10 Gleichungen noch drei 
andere hergeleitet werden, welche dieselben Werthe des letzten Elemen- 
tes haben. Durch diese Formel kann man namüch sowohl die eine als 
auch die andere Function F in jeder dieser Gleichungen^ oder aucb beide 
zugleich umformen; von den so erhaltenen Formeln werden jedoch viele 
unter einander identisch sein. Da die acht Gleichungen (42.) bis (49.) 
mit den Gleichungen (50.) bis (57.) identisch rind, so mag diese Umfor« 
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mutig our an den letzteren ausgeführt werden« Diese gew;ihren noch fol- 
gende neun Gleichungen^ weiche weder unter einander noch mit den vo* 
rigen identisch sind: 

58. F(a, /9, /3f— /J+1, ar) 

= (,^,).-/'(i+,;a-«-.,.(«_:l|1±1, ?.=:|W, «_^+i, _|i_), 

60. F{u, ß, 2ß, x) 

61 . F{a, ß,a— /J+l, x) 

62. F(>, /?, 2Ä ar) 

63. f(«. Ä 5^±|±i, «) 

64. F(a, 1 — . «^ y, a?) 

65. F(a, 1 — a, y, o?) 

66. F(ir, 1 — <r, /^ x) 

Wir werden spater Gelegenheit haben ^ von den in diesem Para- 
graph gefundeneu Formeio zahlreiche Anwendungen zu machen; hier 
mögen nur noch einige allgemeine Eigenschaften derselben erwähnt wer- 
den« In keiner dieser Formeln darf der Wertb der Quantität x aber 
die Grenzen —1 und -4" 1 ausgedehnt werden, und auch innerbaib dieser 
Grenzen dürfen dem ac nur solche Werthe gegebeo werden, für welche 
der Werth des letzten Elemente» rechts vom Gteicbheitsaseicben in den 
Gi*eozen — 1 und -f I liegt. Besonders zu beaehten sind die Formeln 
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(57.), (63.) find (§6.) v^gen der Grmzeii des ar, fSr welohe dieselbeo 
gültig ftindj da» btzta Element 4jr(l--jr) erreicht die Grenze -^1 fiir 

X = - ^y^^ und die Grense +^ für iV = i; ober dieee Greneeo binaus 

dürfen diese Formeln nicht angewendet werden^ ob^oh far die Werthe 
des or von i bb 1 das letzte Element 4«r(l*^dr) wieder kleiner als 1 
wird, nnd Ton 1 bis abnimmt* Übrigens lamen sieh alle diese Glei^ 
chungen dadurch ji posteriori beweisen^ dals man die Theile rechts vam 
Gleichheitszeichen nach steigenden Potenzen Ton x entwickelt* 

S. 20. 

Es sind nun noch die CUeichungen zu leiden , wel<]iie unter drei 

Functionen F in dem Falle Statt haben, wo von den Gröfsen a, ßs 7 

nur noch ;swei beliebig sind. Man nehme zu diesem Zwecke die Glei« 

chuog (21.) des vorigen Abschnittes, in welcher x in z verwandelt werde: 

F(a, A y, *) s ^2»-yF(a-y+i, /9^y+l, 2-y. *)+BF(a,Ä« + /J_;'+4, 1-«), 

Für z nehme man nun irgend einen der zwanzig Werthe, welche in den 
Gleichungen des $• 10. enthalten sind, und setze unter den Quantitäten 
(ty ß; 7 eine Gleichung von der Art, dals mit Hülfe dieser Formeln des 
vorigen Paragraph's ^(a, ß, 7,4?) sich in iof\af,ß\y'^x) verwandeln lälst» 
Wird diese Verwandlung ausgeführt, so hat man eine Gleichung, welche 
drei Functionen F verbindet^ deren letzte Elemente x, z und i^^z 
sind; eben so verfahre man mit den anderen allgemeinen Formeln des 
$.11., nämlich (22.) bis (26.) 9 und mit allen, welche, wie wir daselbst 
gezeigt haben, sich noch aus diesen ableiten lasseut Man erholt so Glei* 
chungen unter je drei Functionen F, deren letzte Elemente die Werthe 

jr, «, 1 — «7 — y i — 9 7> — — anthalten, indem z einen der 20 Werthe 

des letzten Elementes bezeichnet, welche in den Gleichungen des vorigen 
Paragraphen vorkommen. Diese Gleichungen werden nun, wie man leicht 
übersehen kann, alle im <$. 17. gefundenen 72 Werthe des z umfassen, 
auüser folgenden 12; 

_ x±V^a7 _ ±2Vx _ x±}rx 

Alle Gleichungen unter drei Functionen F aber , in welchen diese Werihe 
des letzten Elementes vorkommen, werden keine wesentUch neuen Glei« 
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cbnngen, sondern in den auf die. oben angegebene Weise geRmdene» 
schon enthalt«» sein ; welches sich zeigt, indem fiir r ein« neue verhnder- 
hcbe eingeführt wird. So z. B. die Gleichungen, in denen Functionen F 

vorkommeu, deren letzte Elemente a? und ^~=r^«iud, werden, indöin 

»tftttar gesetzt wird (l— 2a?)-, in andere verwandelt, deren let^e Ele- 
mente X oder i—x und (1— 2.rf sind, und welche also schon in den 
nach der obigen Methode gefundenen enthalten »ein müssen. Eben so 
ist es mit den übrigen. Di« Anzahl aller der Gleichungeu unter drei 
Functionen F, welche Statt haben, indem noch zwei der Ouantitaten 
a, ß, -y beliebig bleiben, ist aulserordentlich grofs. Es mag daher hier 
iu'ai>ci«heo , einige der einfachsten und merkwSrdigsten herzuleiten. 

Setst man in (23.) §.11. y = ^-fj^, so ist: 

Es ist nun nach Formel (57.) §. 19., wenn daselbst x in-1— r rerwan- 
delt wird: 

in den Grerreen jp = | bh x s» j- — , 

(Jene Formel (57.) gilt nämlich » wie bemerkt wordeti, in de« Grenzen 
^ _ Iri^ |>i$ ar Ä ^ j afeo die«e, in welcher x \n\~(x^ verwandelt ^qT'- 
den, in den angesehenen Grenzen x — \ bis x — -—^--.) Dieser Wertb 
von r(a.ß, t±p±, \-x) substUuirt, giobt: 

68 f(« ä ^i^, «) 

In den Grenzen x -^^ \ hi» ar- = 1 . 

CreUt 5 Journal d. M. Bil. XV. Hll. 1. * ■ 
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Diese Formel biWet gWchsam die Ergauzwng <ler Formel (57.) §.19. For- 
met Hiaii die zuoile Function F dieser Formel nach (18.) §. 9. um, so wird 

in den Grenzen ar= ■''" V~ bjg ^__ j^ 
Diese Formel ist eben so die Ergänzung von (55.) §. 19., welche nur in 
den Grenzen x = — I bis x'= "~ — gültiu ist. 

Setzt man in Formel (23.) §. Ih ~ statt a, ^ statt ß, 7 = "+f.tj, 
und 4-x(l — x) statt a«, so erhält man: 



WO 



71. e = 



V. 77 ("-t^ ^ 2V-;ri7(5±|i:*) 

Hieraus folgt nach Gleichung (57.) §. 19. : 

Setzt man nun ^ - statt x, so ist 

und wenn das Vorzeichen vor /"a: geändert wird 

\'^ 2 ' 2 / ~~ *^\2"''2'''2''*y 

* \ 2 ' 2 ' 2 / ' 

Hieraus erhält man nun durch Addition und Subtraction* 
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+ F(.,A--i#±i,l:^), 

Andere Gleichungen dieser Art, welche man nach dem jedesmaligen Be« 
durfuisse aus den gegebenen Grundgleichungen herleiten kann^ übergehe 
ich; eben so auch die minder einfache Art von Gleichungen | welche für 
den Fall, dafs a, ß, 7 ganz unabhängig von einander waren , im $• 13« 
hergeleitet worden sind. 

(Der Sfililnii folgt im nächatea Hefe.) 
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4. 

Resolation d^in probl^me relatif aa caicul des 



• 1 • 



vanauons« 

(Far Mr. Fagrnnt^ pvof« ord. a TuoiversU^ de Liege,) 



Introduction« 

£in adoptant Thypoth^e de Laptuce sur la nature de Faction moleoulairey 
et en considlram les liquides comme des amaa de mo{^cules sphertques 
homogenes, parfaifenfient durea et parraitement liasea^ Mr* Gmifs^) t ra« 
meu^ la th^orie des ph^uomenea eapiHairesc a un simple problSme de mi- 
niitiiitn» Sans exnniiner jiisqu'ä qiiei {)oiot la nouvelle thiorie de Vac^ 
twn capülftire, publice presqu'eii meine temps par Mr, PoUson, seit pro- 
t^rable ^ raneleo«e| je me propose seuleaieot de r^oudre la question 
du minimnm dort je vieus de parier, en la dcdtiisant des regles g^erales 
du raloul de$ Variation«. Ce probl^me etant de Dature A jeter quelque 
}<Hir aur fempioi de ta metbode de Lagntt^^e, je donnerai prealablemeiit 
HUA dexnonstratioo generale de cette metbode« Mais pour faciliter les 
traiisfomtatioiis des formuleS| je commencerai par exposer un Systeme de 
notatioDS relatives aux projeetiODS algebriques, extrait d^im petit Memoire 
qua fai publik en 1832 daoa le Recueil de TAcad^mie des sciences de 
Bruxelles« 

i. \. 

Tropmies gen^rales des projectioiM slgtibriquef;« 

1« D^flnitions« Soient Xy jy Xy les coordonnee« rectangulaires 
d^m point m. En donnaot d ees letfres divers accens ou indioea, oo ex«^ 
primera tea coordonnees d un Systeme de poiiits rapportes aux memes 
axes« Mais pour designer l<'s coordonnoes du point ///, rapporte ä trois 
uouveaux axes rectangirlaires ayant meme ori;;ine que les preitiiera, on se 
aeryira des iettres ^y ^y ^\ la leltr«^ \ etaut correlative k x^ et aiusi des 
deux autres* 



^) V. IViacijMA generalia Mieoriae Hg'urae fluidorum in »Uiu •aquiiihni. 
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F(a, ß) eunt tiiie fenclioii qupiconque des yariaMes a, ß, ou cerira, 
d^une maoi^re abr^ec. 

Fdr + , au Ueij de Fft+Fy-j-Fz; 

Oe meme I'4quatfon symboliqua 

Fx - 0, + 
tiendra Bea des Äfuation& 

^a =a 0, Fy ^ 0, Fz ^ 0: 
l'^gualion 

sera T^quivalent das equations 

Fx « Ä, Fv ^ b. Fz:^ c, 

I ^uation 

sera U meme ebose que 

i^(r, ^> =. 0, FO'. I) « 0, F(i; ^) -=- 0; 

et Fequation 

F(JP, y) -^ {), + , 

(a m6ine chosR que 

2^ (je,/) Ä 0. F(r, «j ==; 0. Ffi X) Ä 0. 
Mais si Von ecrit 1 eqnation srytnbolique cojxime il suit 

jr(x. () = 0, 

die expritnera ie sysiem« d«*» cquAtions 

F(*, ^ « 0, ^ F/f. r) = 0, F(x, =- 0. 

II resultp d# Mi que l'eqtiatigo symholtqne 

doit indiquer t^ ^rois cquaHons suivantes 

2» Re mar que« Au ihoy^n d«« notations precedenle«, une seule 
expression stilvie du aijfoe + » P^"^ JndJquer trois expresiions corrclatives^ 
dont le^ deun derui^A s^ di^duiseiit de i'aufre per la permut'iiion des 
l^ttres 
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z * * a^f C • • O 

II eÄt important d'observer que, dans les expresRions qui contien- 
iieut des lettres relatives h deux systemes d'axes, od ne doit permuter & 
chaqiie fois que les lettres relatives A un Systeme. Si le signe + «*t ^ 
drohe, les letfres que Ion doit permuter doivent Stre ii la gaucfae des 
autres: si le signe +• est au-dessous, c'est rinverse« 

3. Ayaut meo^ par Torigine des coordonn^es ^ une droite quel- 
conqua r, od d^signera par (rx) le cosinus de l'angle que fait cette droitc 
avec la dircction de Taxe des x positifs; le produit r(rx), un plus sim- 
plement r(:r), exprimera la projection algehritjue de la drolte t, sur 1 axe 

des X. II est evident que 1 on aura 

r^ =5: r'(^r)--f-j 
et, en divisant par r% 

4. Theoreme 1*'. Les trois coordonnees x, 4> du point vi 
repre^entent les projeetions algebriques de la dintaucc r de oe point u 
Torigine des coordonnees; et les cosinus des angles formes par cette droite 

sc 

avec les axes, ont pour expression — , +• 

La d<^monstration de ce theoreme resulte des premiers principes 

de la Stereometrie. 

5. Theoreme 2"*« L'angle form(^ par deux droites r, r\ me- 
D^es par l'origine^ est donna par la formule 

2. {rr') = (arr)Ca:rO+. 
D^moDstratioo. La droite u^ qui Joint les extr^mites des droites 
r, r\ fait avec ces dernieros un triangle, du quel on d^duit 

D'im autre cdt^ la droite u est la diagonale d'un parall^lipipede reetangle 
dont les trois aretes sont ±[r' (x) — r (x)]^ +. 
On aura donc aussi 

u' = [r(x)— r(x)r + , 
ou bien, en d^veloppant et en ayant ^gard n la reiation (l.), 

u^ = r^ + r'^ — 2rr'[(x.r)(xrO+]. 
En comparant cette valeur de u'^ A la premiere, ou en d^duira la formule 
(2.)» Donc etc. 
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6. Corollaire P% En faisaut Go'iocider successivement la drohe 
r' avec les axe» des $, -+5 on aura par la formule (2.) 

3. (/•!) = (xr)(x|) + , 

7. Corollaire 2*"% Eo permutant les lettres relatives aux deux 
systemes des coordoonees, la formule (3.) donuera 

4. (rx) = (|r)(|x) + , 

8. Corollaire 3'"*^. Si la droite r co'iocide successivement avec 
los axes des c> H~> I^* formule« (3.) donneront 

5. (x|)*+ = l, (^|)(;rii) + = 0; 

si r coiocide successirement aveo les axes des ^9 ^; on obtiendra paf 
les formules (4.)^ 

+ ; +• 

0. Corollaire 4""% Eo resolvant les ^quations (4.) par rapport 
a ($r), -f , et en comparant les r^sultats aiix formules (3.)> ou en do- 
duira les neuf relations suivantes 

7. (xB = (y>j)(^s^)-(rC)(^*i), + > 
+• 

10. Theoreme 3"\ ar, -f-j et ^,+, ^tant les coordoonees dun 
poiot quelconque m rapport^ A deux systenies d'axes rectaogulaires dont 
Torigine est commune^ on a 

+ ; 

ou bien 

9. ar = |(x) + , 

Demonstration* Les coordonn^es d'un point quelconque sont 
les Protections alg^briques de sa distance ä Torigine* En multipliant les 
formules (3.) et (4.) par cette distance on en d^duit imm^diatement les 
formule» (8.) et (9.). 

IK Corollaire 1*^ Si le point m est sur le plan des ij, ^; on 
faisanf ^=^0 dans les deux dernieres formules (O.)) on obtienl dabord 
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d'ou tirant la valour de ^« et eii ayani egard k la raiaiioa (7«), oo a 

12. Coroitairc 2'"% Si Ton Biultiplie ces dernieres formui«s par 
ujie drotto i}', paraiicie A ü^a^^e des r^^ on aura cea formales remarqiiaLlei 

qua Tou poiirrait facilcmeot tradiifre en th^rdmes Ae. geora^rte» et qui 
s^ervent Ä ^tablir la theorie des momens e( dea couplea eo mecanic|ne» 

13. Theoreme 4*''''« Soit A une aire plane; a la perpendtcu- 
laire f^^l6Tee siir sun plan; on aura 

+ » 

ou bien 

Oeraonstratioo. Eo cbangcant däo« Ics Formules (3.) et (4.)« !a 
lettre r en a, et (>n le» mitkij[)itaiit par A od obtient les formules rapport^es. 

14. Coro li aire 1*'. Posons pour abr^ger 

A(au)'\-A'{a' »)-\-A"(a"u)'^A'"ia'''u)... . t=s SA{uH)'y 
et QOU6 auroo8 paroiilciueot 

15. Gorollaire 2"'\ Ces formulea d4moatrent qii9 tof* aomiMs 
des projections algebriques de pliisieurs aires pkuesi ont entre alles las 
mernes relations . que les eoordonnees d'un point de Tespaoe^ rapporte k 
deiix s/stemes d'as:es« On aura doiic 

10. CoroUaire 3""% En eboistssacit les axes des )) et des ^de 
maniere quc Ton ait SJ(yia) = 0, i$^(^o)9=0; (a somme des pro/^ctiona 
algebriques sur ie plan des )) ^ ^ sera un maximum dont la valeur est 

La Position du plan dos )), ^9 sera nonnue au moyen des formules de Taiv 
ticie 14. y qui donueot daus ce cas 

(Z^\ — SA{atr) 
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R e m a r q it e g 4 n ^ r a 1 e« Ce qtie notis reaons d'Iodiquer suflit pour 
montrer Tusage des notations proposees et leur utilit^ dans les probtöines 
ou il faut exprinier des relatioos entro leg qaaotft^s relatives aux systemos 
d axos rectaogulaires« Mais o'est surtout dans la m^oanique que l'eniploi 
da ces notations est avantageux i cause de la simplicit^ qu'il permet d io« 
troduire dans les formiiles les plus compliqu^es« Dans le Memoire oite 
au oommeDcement de oet ^crit^ nous en avons fait I'application au mouve« 
meut de rotation d'un corps solide. Ou ai verra plus loin une nouvelle 
applioatioo. 

^ U. 

Exposition de la m^thode de« variatjons. 

18. DesigDons par 
10* l/^F(x,y,g^....u,u%u,, ,1/,.... u'\ u„y ,,?/,.... w/, /i% .... elc), 
une foDCtion donn^e des variables ind^pendantes x^ y^ z^ ••••) et des 
quaotit^ u, u'^ etc. eonsider^es comme des fonctions des m^mes variables« 
Les accens et indices qui accompagnent la lettre u servent k exprimer, 
d'une maniere abr^g^e^ les cocfßciens aux diirerentielles partielle de la 
foQCtion Uf de teile sorte que Ton a^ par exemple^ 



7/r* 



19« Ayant rint^graie multiple defiuie 

y s Südxdydz....\ 
il est clair qu'en y substituant d la place de u une nouvelle fonelioD v 
dont les valeurs diffdrent infiniment peu de eelles de la premierei pour les 
m6mes valeurs de chaque variable ind^paadante, et pour toutes les valeurs 
infioiroent voisines de Celles ^la, rintegrale multiple aura une nouvelle va» 
leur /f^ qui sera infiniment peu differente de F^ Mais on aura la varia* 
tion la plus generale de F en substituant^ en ootrOy d'autres variables in- 
dependantes £, i] , ^j • • • • dont les valeurs different infiniment peu de Cel- 
les des variables corrölatives :r, y^ «, . . . , Dana ee cas , ou pourra sup* 
poser que los limites des nouvelles variables soat les mdmes que Celles 
des variables primitives» 
D0UC9 si Yovk fait 

IK T =:Fg,ij,^,...; t;, ü', V,, ,v, ;A etc.), 

on aura 

12. ff'^F =^SF ^ ASfrrf|rf)jrf^....— LTrfxrfyrfz....]- 
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20, Pour developper le second membre de la deroiere equalioiiy 
IIOU8 ecriroQS d'abord 

et nouft regarderoDS^ conformement A rhjpotbdse de Tarticle 19. , lea ra* 
riations ^Xy Sy^ Sz, . •••, eomme des fonotions arbitraires et infioiment 
peiites den yariables lod^pendaDtes Xf y, z^ . . . . De mdme^ si i'oo admet 
que Too ait 

il faiidra prendre 

14. V =/(|,iit(ff..) + «^f 
en d^ignant par w une fonction arbitraire et infioiment petite des varia« 

bles ind^peodantes ^, rj, ^t 

21« Si nous posopsy pour abr^ger, 

i;"=w''+^i/'', etc.; 
nons aurons aussi T s=i U-^-SU, et I'^quation (It.) nous fournira 

15. icr^ ^-^Sx + ^'lSy + i^Sz.... + ^Su 

da: * dj -^ ' äz * du 

i dU ^ , . dU ^ , dlJ r^ 

■du * du, ' * ff »u 



dC/ js „ , dU ^ , dU 

-irrt ^ + ::? — ou„+ t — 

du" ' du,f '' * d ,.u 



' du/ ' ^ dfU* ' 



+ etc- 
22« Cela pos^, substituoos dans T^quatlon (14.)^ les valeurs de ^, etc. 

donn^es par les formules (13») > ^ova aureus^ en negligeant les iufiuiment 
petita du second ordre, 

en eonsid^rant maintenant w eoimne une fonction infiniment petite des va« 
riables primitires x^ etc. 

En vertu des ^quations (13.) et (14.) , on peut regarder v comme 
une fonction des variables primitifes^ ou comme une fonction. des nouvelles 
variables« Dans la premidre supposition on aura par la difförentiationi 

, </v , , du j , dv . 

dx ^ dy -^ * dz 

et si l'on differeotie la m^me fonction dans la seconde hypotbese, on aura 

dv SS v' d^ + ^^/<'l+/t^rff. ••• 



. . . . 
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Mais Im ^uatlons (13.) nous 4onneiit 

^= V + '-ST-r'^+Tir^^+^r^'^'- 
etc. 

En substituant ces valeiirs claos la seconde expression de dir, et 

an Gomparaot le r&ultat avec la vaieur prec^dcnte de la meme difFi^reii« 

tiellei OQ trouvera 

eto. 
I^uD autre cöte^ en di£p4^rentiaiit par rapport u x les deux mein« 
bres de requation (16.) 9 ^^ ^ 



dx 

, jd.dx I d.Sy • . rf.o 



La cotnparaiBon de oes deux valeura de — , foiimira, en n^gli« 
geant toujours les infiniment petita du second ordre, 

II est evident que la oomparaison des deux valeurs des autres ooefißciens 
difiKrentiels ^, ^T» ^^^'^ "^"* ®"* ^^°°^ 

ay u z 

etc. 
73t, En r^p^tant aur les fonctbns d^riy^ v'^ v, , etc. les raison- 
nemene de larticle pr^dent relatifo A la fonction v, on trouvera sans peine 

v" Ä u" + u"'$x + tf/' ^y + ,u" iz, H w'\ 

V,' = «/ + «/' ^* + «',, ^r + ,u; ^« . . . . + w/, 
etc.; 
et g^neralement 

• pf ;" = p"r + p«r+' ^«^ + p»"+» ^y + h-i"? ^« . . . • + p^'r. 

All mojen de cotte relation generale combio^ avec les formules 

de l'article 21., on pounra eliminer de l'^uation (15.), les jariations iuy 

12 • 
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Su'j 9,u^ etc., et Pon obtiendra une expretiioA nmiyelle pouv iU que reu 
mettera fecilement ious oette forme 

, dU f , dU , dU 

dur • du, ' * d fU ' 

. dU ,, , dU , du 

* dur' ' dl/,/ '' ■ dt,u'' 



. dU ,. dU , 



• • • 



+ eto« 

24. II Dous reste eooore d trensformer le produit d^dn^d^. 
Mais pour oda H suffit d'ohierver que Pen aura la vaieur c?^, par exemple^ 
ea feisant dam les formiilea (17.) tfi) ssO, 1/^=0, •••. et en ^imiaant 
du teeond menibre de la premidre de eea formulesy lea differentiellea dy^ 
dZf .... En n^gligeant lea iDfioiment petita du 3"* ordre j on aura aim«» 
plement 

Ob trourera parefflemeiit 
Partuit 

25. Si DOttt aiditlitiioQs dana r^quatiou (12.) la Taleiir de ee der- 
nier produit ainsi que TexpreaMon de T de rartide 21.| aoua mroaa 

on bioB, en int^grant par parties, 

hV «B SU^xdydz....\'Süiydxdz....+SU^tdxdy....^^^e. 

^S{hü--ü'ix-'ü,Sy^,üis....)dxdydz.... 
n eat n^cenaire d*obaenrer que, les termes qui formeat la pro« 
mMfO ligiie du second membre de eette ^quatioa se rapportant anx U« 
milea de Tkitegration partMle, il faudra prendre ii la plaee du produit 
üiXf par exeflfiple, la somme 

{U$x) --(USx) +iUix\ -(i7**). etc., 

dans laqudle la caraot^istique (Po^o,.... d^aote une fonetioD donn^ de 
Vy Zf.... et la notation (J/lx)m y indique que dans la tmk^ti^n l/dx 
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n laut Bubatituer la fonotion 9o,o».... ^ ^ variable x. Oa poiirra eorire 
umpIeBieot {ülx\ au liea de la somme pr^cedente; et si Ton döttgne 
par %^ une fonotion domi^ de x^ z, ....; par x une fonotion de x^ j, •••• 
etc.; la derniere expfessien de Sf^^ eu ^gard d la formule (IS.)» deviendra 

SF =3 S(USx\dydz....+S(U^Y)y,dxdz....+S(U$z)^dxdy.... + eto. 

I c/dU . dU , . dU , dU 

' \dii ' air ■ aw, ' ' d,u ' 

,dU,j.dU , dU 

■ i/u" ■ du,, '' ' «?//»' 

+ 7;;7"'/+ fy /^'- • • • + ®*^-V* ^'r ^* • • • • 

26. L'int^gration par partiea donnern 

S -T-p ^v^ dx dy dz»m.. = '^\jr7^) dy dz •...-^Si-r^jw dxdy dz..»» 

S-z — w,dxdydz.... s= »Sf-r — w] dxdz..*.^S[r; — ) wdxdydz 
du, "^ \du, /u; \du,ß, -^ 



• •f • 



eto» 



«Sj — ic;//tfdrii/dz«#^ SS iS(- — u;,! ifjrdx**«* — tSlfj— ) ufJ dxdz...i 

+ *5(-; — 1 wdxdydzmm.. 



tie. 



+ S {^~jwdx dy dz.... 

etü« 

27» Bif au Ken d'int^grer d'abord par rapport i op et ensiüte par 
rapport i ^f on eut suiTi une marobe inversey on aurait trouv^ ä la 
plaoe de la prämiere ligne du tecond membre de la derniere equation^ 
cell-ci 

dU 

IKmCi eu posant pour abr^ger, j-; =3 J/, on doit av(Mr 

S(nw, + n,w\dyde....'sz S(nw' '^n'w)^dxdz .... 
Pour s'en oonvainere on observera que le prämier membre, de cette öqiia* 



94 ^« taguni^ rJsolufion ä*un probt^mt rehttf mu calcul des vtiriQtiom^ 

tioQ est la meme chose qne 
S ''^"'''^^^'''''^ dxdydi.... ^ S (nw/+IPw,+n,uf+n/w)dxdydz..,. 

ae o dy dx dz .. •« 

Od pourra dono prendre confonn^meDt k la remarque de Mr» Poüsofif au 
lieo de la premiere ligne du second membre de la derni^e ^quation de 
la derai^re ^quation de rartiole pr^cedent, la moiti^ de sa valeiir plus la 
moitie de la raleur des deuiL termes equiFaiens« 

28« Au moyeD des traosfonnations de Tarticle 26«, et en ayaiit 
egard ä la remarqiie qui preo^de^ si Ton fait pour plus de aimplicit^i 

X= [l7^ar + {Jj^^(^-y(|;^-i- (0)....}«, 

,dU ,,i dU ,idU 

+ ] ? 

, dU . 1 dU , , i dU 
" du,f ' 2 du/ 2 ä,u, 



+ V 

eta ; 

a=42_(i£)_(42)_(ü^.... 

du \au'/ \du,/, .\d ,u/ 

-+my. 

+ ; 

rexpressiOD generale de la Variation de Fj mise sous la forme la plus 

simple, sera 

ir = S{Xdydz....-^rd2dx.s..^Zdx^y....+ eto.) 
-{^SSiwdxdy dz .... 

29« Lorsque le nombre des variables ind^endantes est au «^ dessow 
de quatre^ les integrales qui se rapportent anx limites sont susceptibles 
d*une r^duction ulterieure, ainsi qu^on va le d^montrer. 
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Supposoos d'abord que le« variables iad^pendantes soient x» /, z. 
Llnt^grale triple f^ s'eteodra ä tous leg ei^mens d'un rolume dont les 
coordoDo^es rectangiilaires d'uo point quelconqiie sont x, j^ %. Les inte- 
grales auT limites seront des integrales doubles qui derront s'^tendre ä 
tous les poiots de la surface ou des surfaces qui terminent le voIume« If 
est aise de s'assurpf que la normale v a un point quelconque de Tune de 
ces surfaces^ proloog^e en d^hors du solide^ donnera 

en designaut par dir^ T^l^ment de la surface. Ea outre^ si I*on admf^t que 
les valeurs des variables et des autres quantit^s qui entrent dans les fono- 
tions X^ se rapportent ä un point quelconqtie de ta surfaee du solide ^ on 
aura toujours sous le signe Si dydzss^{vx)d(r\'\'i ce qui changera Tex« 
pressioD de ^^ en 

SF = S{X(vx)+)d(r'' + SSiwdxdydz; 
la premiere integrale devant s'^tendre a toute la surface du solide ^ et la 
seconde ä tout le voluni^« 

En r^duisant les variables independantes aux deux x, y^ l'integrale 
V le rapportera aux ^l^mens d'une surface ^ et les integrales aux limites 
seront relatives aux points des lignes qui terminent la surface« Pour fixer 
les id^es, nous supposerons que les projections de ces lignes sur le plan 
des x^ yy sont deux eourbes rentrantes dont Tuoe contient Tautre, et 
qu'elles sont renferm^es toutes les deux dans l'aogle des x^ y positifs« 

Cela pose, prenons sur l'une de ces lignes un point m dont la 
projection tombe sur un des points oü la courbe reutrante tourne la con* 
vexite vers Taxe des x et la concavite vers Taxe des j. Par le point m^ 
menons une fangente t] a la ligne qui forme le bord de la surface ^ de 
maoiere que Tangle i]/ soit aigu. Soit, en outre^ s la longueur ^^ariable 
de cette ligne, dont la valeur augmente dans le sens de la taugente y]* 
Les valeurs des quantit^s qui entrent dans les fonctions X^ Y^ se rappor« 
tant maintenant au point m, on aura sous le signe S^ dyss+^(ji^y)dSf 
dx^=^'^{y\x)ds; le signe sup^rieur ayant lieu pour tous les points de la 
courbe «xterieure, et le signe inferieur pour tous ceux de la courbe in» 

t^rieure. 

On aura donC| dans ce cas^ 

19. 8y Ä ±.s[X(fpr3— y(,,x)jrfj 

-\^SSltvdxdy. 
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Enfln^ si la variabto ar ^tait la seule variable ladependantai oo auraU seu« 
temeDt 

en designant par X^^ la yaleur de X relative au premier poiol de la Gourbe 
d iaqueile se rapporte Tintegrale F, et par X^ la valeur de Ja meme foM- 
tioiii au deruier point. 



§. III. 

Application des fomules prJc^denlM k üb axample remarquable« 

30. Un vase, de forme concSdale^ ^taiit renpK d'eau jusqu'a inie 
oertaSne hauteur, on obtient l'^quatlon de la aurfiiee du liquide en ^qni- 
libre^ eu d^tennioant les eonditions du mloimum d^mie certaine fonction« 
Pour faoiliter Tenonc^ de la questioDi nous supposerons qoe Ton preane 
pour plan des x, y^ celui d'une aeetioD horizontale du vase ii tme di<« 
atanoe sensible au-dessus de la surface libre du Hquide^ et pour axe de 
Zj la verticale dirfgi^e de haut en Las. Nodidiods er Taire de la surface 
libre du liquide, t l'aire de la surfeoe int^rieure du vase, eomprise entre 
le bord m de la surface (Ty et la ligne ^^ intersection de la surface r aveo 
le plan des jp, y. Enfin seit p la projeotion borizootale de la ligne m. 

On aura 

la limite de oette integrale ^tant la Ugne m assujettie k rester constam« 
ment sur )a surface Interieure du vase; 

les limites etant la ligne fixe ^ et la ligne mobile 9. 
Si nous posons, en outre, 

V SÄ Sdz^-^czjdxdy^ 
Fintegrale etant ^tendne ä la somme des surfaces r et r» et la lettre e 
d^signant une coostante donn^c ; il s'agira de rendre un minimum la fonotion 

F = u + Äer + iTT, 
ou /i ei k denolent deux constantes d^termini^es. 

31« Pour r<5Houdre ceite question il suflit de treuver la Variation 
de F et de P^galer i /eru« Mais on a 

20. SF=z Sv^h8(r + kS7i 
par coD^equent il faudra d'aberd ealcider les variations des foncttous v, 
<r, et r. 



4. Pa^ani, r^soluUon (Tun probUme reloti/ au caleul du variationa. 07 

On fera, daos les formules de TarHele 28.) « = et usszj oe 
^ui doBDcra preuueremeDt 

32. Soit maiotenant ü^ss^s? — c«; les fermules ci-dessus de- 

viendront 

X = {\z''-cz)^Xf 

Ä = s — c; 
et si Ion substhiie ce8 valeurs dans la formule (19.) on aura 

La premiere de oes integrales ^tant relative 4 la %oe j dont tous les 
points sont fixes, on auin ^07 = 0, J/ = 0; ce qui reduit lexpression 
prec^eote « 

21. ^ü = S(z — c)wdxdy. 

Si Ion fait 27=s>r(l4.£'*4.«;); les formules de l'artiole 31. don- 
neront 

X« mx-^-^w, 

Y=r.my + ^w, 

et Fon obtiendra. par la formule (19.), 

B.Südxdy = ±&[[mxy^){i^y)-^{üiyV'^{*>x)\ds 

-"5 Kr)' + (lOJ ""''''/• 

Le double signe indiqiic qu'il faut ^tendre d*abord Kotegralc simple 
4 tous les poiols de la courbe ext^rieure; Tetendre eosuite ai tous les 
points de la courbe Interieure ^ et retrancber le second resultat du pre- 
mier. Mais par rapport k la surface <ry il ne faudra prendre que lo signo 
ffui^crieur, puisque cette surfaoe n'a qu'uo. seul bord dapres IJiypotbeM« 
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DaDS le cas coutraire^ il faudrait appikjuer la regle g^oeralö; ce qui au 
reste n'offre pas une plus grande difBcuIt^. Si Ton applique la formule 
pr^cedente a la surface t, il faudra preodre le signe pliis^ si la courbe p 
renfernie la courbe ff et r^ciproquement; attendu que la courbe f ^tant 
fixe, rintegrale par rapport u cefte limife est nulle d'elle oieme, comme 
nous Tayotis fait remarquer au commencenieot de cet articie. II en est 
de meme des termes qui sont sous le signe relatif ä Tint^grale double; 
la surface t ^tant fixe, ces termes sont nuls ik cause du facteur w qui se 
reduit a z^ro. 

33. Cela pose, si par le point m de lä ligne w, oit correspond la 
tangente fi, on nieue, dans le sens des z positifs, la normale ^ d la surface 
du liquide, et dans le plan tangent A cette surface, du cöt^ des x positifs, 
luie troisidme droite {, perpendiculaire iü )) ; on aura^ comme on sait 

(^*) = 4' (^^) = ~F' (^/)=-#' 

et si Ton observe que 

w aa ^z—xfSx--z,Sy, 
on frouTera sans peine 

Le second roembre de cette Ration, en vertu de la formule (7.)^ ae r^ 
dttit simplement ili (^{)^^+« U viendra dono 

et 

^ äant par rappot A la sur&ce r oe ^e ^ est par rapport ii er, 

34« Ea oombinent ces deux forraules areo les formules (20.) et 
(21. )y on voit que ponr rwdre la foBction F miaimunii on doit aroir 

et 

Lea Variation« Sx» -f devant satufaire A T^quation diffiSrenliene de la sorw 
laoe T, laqudle peut Stte mue soos cette forme 
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en d^sighant par ^j la normale prolong^e dana le sena des z positib; il 
eat clair que Ton aura lea froia ^quationa 

ou ^ indique un (aoteur moonnu« 

Multipliona cea dernierea ^quationa reapectivement par (^|,)> +f 
et eo ajoutant lea produita noua trouverona 

Gelte formule et l'^quation (22.) renfermeot la Solution da probleme 
propos^. On s'aasnre ais^ment que l'equation pr^c^dente indique que le con« 
mis de Tangle form^ par I'^l^ment fle la surface libre du liquide^ prSs du 

Tase^ avec la partie inf(^rieure du vase^ est ^gal &j^. 
Liege le 15* D^mbre 1834« 
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5. 

Additamentum ad commentationem 15. pag. 182. 

in hujus diarii vohunine XIV**. 

(Auct Dr. Chr. Gudermann, (»ruf. malh. Monast. tiuestpli.) 

■ I ■ I I ■ ■ ■ ■■!■ I IM ^i^m^m^t^tm^mmmmKm 

Quantiuies Qk ^U, 0, tf>, etc. ipsae celerrime decrescunti ipsammqiie limes certo 

s=£ est; est enim 

I . 2.4 

2 2.4 

Nota vero est series ^=:siii9' cosf)-^*-?'*!^^' ^oa^p-f-n^ii^?* cos^-f"«**« quam in 

theoria funrtiouuin polentialium (pag. 22.) laTenies , quapropter = est« liinc 
sequitur primo, etiam serieni 

rapide coiiTergere. Usus et hujus aeriei in roinputandis tabolis est perquam commo- 

dtts, ubi amplitiido (p spectatur constaos, numeri vero p, p, p, etc« apectantur Taria* 
blies. Si e. g. valores inlegralis 

e dato valore anipiiludinis cp computare vis oinoes, modulus k est variabilia, ideoque 

Tariabiles etiam suat p, p, p, p, etc. , quae pendent a raodulo /c, et semel ccuoputatis 

raloribus 0, d^, <P, <i' etc. pro quovis tunc modulo k utimur. 

Operae i>retuim foret computare tabulas auxiliares functiomim 

-1 2 2.4 . 

4^ =s 9» — sinf^ cos^^ s-^sinf)' cosf^-f-g^sin^»^ cos^"-}**««» 

« 2 24 2 46 

= ^ — sinqpcoaijp — -ttsidijp' co8<jp s= x^siug'^ cos^-^^'r^'^'*?'^ ^<>S9*^--«* 

f 2« 24. **46 

^ SS 9>-^sio9>co8 9) — «j-sin^P* rosr/) — j? sio 9^ cos ?> =s j?— sio 9^ CO« «jp •{- • • • . 

etc. etc, 
quarnm usus est frequentisslmus« Eaedem functiones etiam exprimuntut formulis 

= q> j-sin2<p 

= 9 g s»n2V + ä3- 2 » 

A, 3 . ^ I 3.2 atn4^ 3.2.1 sine^ 

live geiiendiua formula 

Ubi in Serie (7.) substituitur series pro w, quam supra allegnviinus. formula abit in 
SS psinf cosijp + j(^p+-jp^sin9*cos<)P+3^(p+^p4-g~p;8iaip*cosy 

, 2.46/ , 1 1,1.3 »U.5 »\ .' , 1, . 
+ 337V''+2P+2SP + iM:6/'/""'' cosy+etc, 
quae rero series aon tam rapide couvergit, quam series prior^ unde derivata est« 
Scripsi Monasu Goestpbi'd. 20"» Julii 1835. 
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De eliminatione varfabilis e duabiis aequationibos 

algebraids* 

(4iict» (k 0. Jf Javobl, prof ord.iiMÜi. B«gblit.J 



h 

Cd vftrits methodts, quae ad elinifDationem Fartabitis e duabus oequaliont* 
bus alsf^braiots propomintur, extat^ quam in Uhus, quao jolim Q» JS^zimt 
de eleniAotis matheab cMnposuit^ legisse memiiii, el quae praci oeteria 
muttis nomioibus ae oeminandat. (^uam praesfaiitisatnii Algebriatae metho« 
dum saqueotibut breviter exponam^ eiqua vhrias addam obseryacionas» 

Aequatiouea duas propositaa eiusdem ordiuis aase aupponamus; qw* 
(iea enim altera ioferioria ordinia eaae^ eil miitabitur^ ihm quod coerficien.» 
tes poteatatum «uperiorum^ in ea deficientiumi in formuli» aMbaequeotibua 
nuHitati aequandae forentt Siot aaquaüonaa iUae: 

Aequatlana aeounda per «,, prima per 6^ multiph*oata , et altera da ai* 
tera aubdueta^ prodit aequatio (n-^t)^ wdniis« Aequationa aecund^ p«r 
^n^-h^n^if prira« PM *»* + *i.^i muItipKaata, «t aubduotiona faotaj 9Mp^ 
ram aequationem (/i — tf ordinia erina. Aequatioae seounda p^ ffn«^ + 
ö.-iJ?+ a,^, prima per ^ny+^m^ifl^+^Ä^t wwUipHaata,. et «nbdMlioitii 
faatat lartiam aaqnatiooem (ä— 1)** ordinia eruis« Quibu« oontimiaHs, e 
duabcta aequationibuB propoaitia a aUas aequationea (n^i)^ ordink d^da^ 
eere lioet, quarum postrema obtittatur^ aequatione aecunda mnltlplicata per 
^^^•*+fl^*«^'+---+^jf pnn» per *niF^*+4»^|ar*^+.-.+6i, etaub« 
duotioQ« faeta^ Vor. hi$ aequatiönibiis Euhnß$ oltm in Introductione pri« 
mam et pmtremam, adbibuit^ #it n auabua aeqoationtbua propositis doae 
alsae deducantur ordiniü prosime ioferloris; de ^uibua per^aandem npatho« 
dum dtiabua aiil« ^ednetni onfinif unitata infanbrii^ repetito negoHo tandem 
ad duaa aequatioaea Imearea perreniri doonit^ • qm*buf el valor radicia 
communia pedi poteat et aequatio condiHonalis ^ e qua variabilia prorsua 
ab&t» Sed übt omnea n aeqtiattoiie« (^—1/ dfdinta, quaa de propositia 
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dioto modo deduoere lioet^ iuxta adhibesi ex illis n aequationibii», qaae 
Boot inter «— 1 quantitates x^ x% x^y.^.a^^ linearesy bas n — 1 qaantita- 
teil eÜaiiMre licet; qoo fiicto staAhn ad aeqaalionem fioalem qaaesitam 
perrenu. Haec est methodus a Cl. Bezout proposita^ omnium^ uti videtur^ 
expeditissima ; qua^ Tidemus^ probiema de elifnioatioDe rariabilis e diiiH 
bu8 aequatiooibus /2^ grados reTOcar! ad eiimiBationem n — 1 Tariabilium e 
n aequationibus liDearibiM, quad eUmiaatio per formulam nolam ac gene* 
fBlem absolntur« Metbodum illam iam ulterios proaequamur« 

2. 

Statuaxnus 



Bilque, termiDO constante per afi muUipiicato, 



Bnmt aequationes (/i— 1)*^ ordinisy e quibm^ ipsis x\ jr*, jt^, .... jt*~« 
eUmiiiatn, aequatio qoaesita prodit, 

iTfö SB 0, m^ = 0, /Wj =a 0, . • . • iw^j = 0- 
Naturam barum n aequatmioiii aeouratius examioemin. 

Et primum obserro, in iis coejficientium Berits harizontaJeB tt 
verthahs tasdem esse, sive haberi 

Habetur enio» 

ideoque substitutia expiressiduibus 

f{x) 5SS ö„jr^+a,.iar'^*+a^,j:^'4. .... + 00, 

inTeoitur 



Si r 4* -^ + 1 > /?, expressto «upertor (antum iwque ad termionm a, A^,^,_, , 
iDfiarior usque ad termiuura — ^a^r^t^i-^ eontinuatur. 

Parmutatis inter ae r et ^, fit 

Sit ^^r, haea expresaio Ulam exoedit termiois 

qui cum spoDte ae destmaat^ prodjt OLr^t ^= ^«,ry 9* ^* ^» 
E formulis (!•)# (2-) sequena fliiit: 

aiqiiidaiii in summa asaignata numeris r^s Talore$ 0^ 1^ % .... • n — 1 tri- 
biiimus. Quam foripulam etiam sio exbibere licet s 

3. 
Cposideratia x®, at'» ^9% .... x^"^ tamquaoi n ioeognitis^ atatuamui, 
per rasolutfOnem n aequationum linearmm (2.) obtioeri: 

L.J^^S:i -'ii-l,0^0+-'.i-l,l''»l +-^*i-*,2'W2 + *-*« + -^n-l^n-l ''^n-*» 

ubi 

JL =s S + a<^o Äj^i OCa,a • • • • diwi,»^!» 

Biquidem pier summam illai», uti saepiu«^ deaignamiui aggregatum 1 • 2. 3 . . . n 
terminorum« qui e tennmo Oo^ ai,i 02,2 • • • • Aii~i,»-i pfOFeniuot, iodicibus 
omnibwa aut prioitbua aut paaterioribua omnimodia foter se perintitatiat 
siogalis termiD» praefixo sigso aut ^ aut -<-* ea l^a^ ut binia 6& indi<ttp 
bua aut prloribua atvt poiterioribus later •% oomanutatis, Iota «kpraaaio L 
valorem oppositum induat« 

Proprietiatem aequaHoiroin propoaitaruBi (2.)» coeffideotoim aeriM 
liortasmitalaa et verticalei tatdem esw, actum Mt| ^tiam aequationiboa es-- 
iram inveraa ooavenire (0*)^ nva babaei 

14* 



Aac^ualio finatis, quae ipsis »\x^f ..».x 'ex nequatioDibui m^ «s 0, 
m^ SS 0, m« SS 0, . . « . m,^^ ^s eliminati»^ prodlit^ est 

Aadiois oorovams x et potestatum eius^ Marias expressioues eruimust OmiN 
tamua enim e n ae^joatioiiibiis 

miaiii aliquam; e Felk}uii n-^1 aequafionibt» ratione« determinaotur, !q 
qinbuB «ttot ^ iaoognitae x\ x\ jp*, .... x^^ ; el proiit aequatio omissa 
est prima^ vecnnda, tertia^ oet«) n^^ n varii modi habenfiir^ quibua ratio* 
aea Ulae determineatur. 

8i aequatio non adhibetur m^ « 0, habetur e (6.) : 
ondto 
Bodem modo fureiiitury ti aequaiiont» m^« sss uaits non fit^ 

unde 

idao(|ue cum sit ^,,, sk utf^^^, fit^ utraque proporfioiie addita^ 

Videaiua igitur^ designantibus m, in' binos quo« Kbet e aumeria 0, 1» 
% .... A~l| producta x^^a^' esse ut quantitatea '«^m^i« Uode aequitur^ 
qiiotieft r + ^sssr'-|-^^ fiecia 

Aequitio fiaalb iavenfa 

factore soperftoo ooa aflßecta est Rem cum quanlitatei a < er resperta 
eonstantium a^ et respectu eonstantimD b^ sint iioearei^ patet expreario» 
nem L et renpectu comdaatian a et respeetu eonetantiain h^ ad n^'^ dt-» 
measioaem taeender« Qttaoi respeeta utranimqoe eoMtantium dimeneio« 
aem esie aequatioou ßaalis geoiunae» ab omni fiiftore alieoo liberiaf e 
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Observavit enim tam olim Suierut m Commentariis rateribus Aoa« 
demiae Berolioeosii T* IV« a4 a« HIS^ veram ao geauinam obtioeri aaqua« 
tiooein finalem t quae elimiaata x ex aequationibiia /(x) =s 0» ^(x}s^O 
proreaiaty si radices aUeriua aequatioois 9(x)2=0 omnes io altera func* 
tioae/(x) rabetituaDtur, atqua productum ex valorUms, quae ea aubstitu« 
tione eruunturi sssO ponatiir. Cuius prodiicU retpectu conatantiomi quae 
functionem /(x) afficiunt, patet eandem dimentionem etae atqae numerum 
radicum »ye gradum aoquatioaia ^(x) = 0« i)ua de re^ cum valere de 
altera ftjooHoae debeanti quae de altera valeoti si L=sO aequatio finaiia 
gaDuina^ desigoante L expressionem iotegram eoostaatiuiiii quae funoHo- 
iiea/{x)y P(x) ^fficiuut^ jlpsa I# r^eotu constantium funotioiiis /(x) «ua- 
dem duneoftioAM erit atque fanotiontt ^(x) gradus eat^ respectu eonstaii« 
tiom fuDotionis (l>{^) eiotdem dimeuionia atque fuuctioDU /(j?) gradua mL 
Casu igitur ao^tro^ quo ulrique fuootiom /(x), <P(x) est n^ gradus^ ex- 
presaio L respectu et buius et illiua constantium ad a*"** dimensionens 
per ipsam naturam quaeationis assurgit^ sicuti expressio supm inrent» 
S±tfo^tti,t t^,2 - •• • <^ii>i»ii-i> B^u^ <td minorem aseendere poftteat« 

Qüoties igitur in caiculis nostris sequeotibus incidemus ia aequa« 
tkmem . aliguam Jlf ss 0^ in qua M expressio integra rationalis oonstautium 
^nf ^m$ qufto respectu sire barum sive iUarum ad minorem quam n*^ 
dimensionem ascendit^ condudemuSf iUam 'non esse posse aequationem 
finalem neque per eam di?isibilem^ sed ipsam M india evanescere« 

Sxpressionaa A^^^^ et respectn constantium a^^f pA respectu oon-« 
stantium b^ (ft-^^T^ dimensidaia sunt« Unde aequatio f. 3« inveota 

cum et respectu constantium o»> mt respectn constantium b^ tantum ad 
{n — 1)^*" dimensionem ascendat^ e i^ antecedente identioa esse debet; 
sive fuantitatM omnes jtr,gp fuibus eaäem est summa indicutu r-{^s^ 
identicae sunt. 

fixpressioneB ji^^^ com tantum c summa iadicum peodaanti exfai« 
bebimus in sequentibus per eharacterem 

Quo adbibito nolatioais modo^ videmus, eam esse nafuro/n coejfieie^ 
tium OLr^, fuae aefnütiones lineares afficiuntp e fuibus eliminatione in- 
cogmtarum facta aejuatio Jlnalis fuaesita petitur^ at WMta: 
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ffe^uationes inversae^ fuibus ^uantitates x^ per Quantitäten nfr exhibenlur, 
formam sefuentem induantp 

AdnotemuSi substUutis aequationibiM (13*) in aeqpiatioBe (12«): 
wqtii| 

1 4« Ar,© -^r T *r,l -«r+l T^Ä^,! ^^4« T" •♦ • • •!• *r,»^t -^rflh^ ^* J^'J 

porro. 81 r et ^ inter se diveriii fiwi identicae: 

quibus In fornmlis numeri r^ ^ Talores omnei 0| 1^ 2^ •••# «---1 faidiiere 

Sequitur • fomulis (10»), (II.); 

olri r, r'y x,^'^ sunt mmieri quiwnque e numwis 0^ ip 7^ mm* m n^U 
Dttde fidemiis^ guoties pro pahre ipehis x aeffuotiünes /(jr)«aO^ ^{^) :» 
simul tocum habeant^ ideofue sit LssQ^ ipsius s potestutgs s^ esse 
irtter ee ut fuontitates A^^ designnnte m unum iüifuem e numeris 
0, 1^ 2, . ••. 2ä— 2, sive hoher i: 

Uoda rame relationes deduci possunt, quae inter quüDtStates A^^ A^^ •«•« 
.•••^2m*2 mteroedunt. siroul ae inter cofiataatea •«» ^m i^Mtio Conditio? 
nalis LssO locum habet« Ita jnyenitur e (16.): 

♦ '• A^%A,^» ^5 A^4^y^,^ A^ A^ QP* ^«7, 

aire wprasUoQea 

astf per L dirbiMlea* 
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ac^quatioDM proposifae 

per I9 dPy ^9 ••• • suf"^ multipüeantur) et 10 productii poteatatea ipsias » 
per quaDtitatee A^ exprimuntury prodeant aequatsones? 

jO 5=s «0-^1 +^i-^a+ «2 ^3 + •••• + •»» -^«44> 
SS A^-^d+Äi-^i + Äj-rfa -}••••• + *». ^»> 

At expressiones ad dextram in aequationibus (18.) respeotu oonstaotium 
&^, in aequationibus (19«) Tespectu constaotkini a^ tantum ad {n — 1)**" 
dimeMionem asoeaduot; «rade ex obserTationibus '%%A. fiactia ae^uotiones 
(IS«), (19.) identitae sunf, 

Vidimuiiy e oomtaotibus ^ qoae duas aequationea propositas n^ gra« 
Ais aüßciunt, formari pOMe 2^-^l expreMiooea tetegrasi qaae respectu 
ooDstantiiHD altemtrius aequatioms ad {n-^\y^ dimeniioiiein sscendun^ 
et quae, qooties aequatioiiefl propoaitae radicem eommuDem babent| sunt 
iit potestates radicis oommmiis (y*, 1^ 2^ .... (2n— 2)^ Et facile Ih 
qaet ex anteoedeotibus , eiusmodi expresswnem, fuae sit ut (2/i— 1)^ 
fiole^tas raäicis communis^ nan düiü, 

Wä Wim jd^^t einamodi expaeaiio ta(b et habeatur: 

muttipKcat» aequationibus propmitia per x^'~\ et looo potestatura ipsiua 
X aubstittttU ipsis Am 9 ravenitur: 

<'0-^-l + ö|''n + «X^-».l + »••• + ^«''211-1 ^=^ O, 

quae aequatimie« identioae asae debenf, cum rexpectu eoBstanftum alterhia 
aequatiooet tantttm ad (n — 1)^ dimeiMonein aacendaot. Aequatione pri« 
ma nineta aequationibus (18.)^ aeeanda aeqaationibus (19.)> ex altero ae» 
quatiootun sjrateaiate derirari possimt ratboes^ in qnibus sunt quautitates 



ao« (fif O2. •••• a^vox altera rafionee, m quibua sunt qsanfitatea b^^ B^^ 
^2 r • • • • ^r Qaae ratJones ^nim plane eaedem ex otroque systemate 
proveoianti haberefur 

quod abiurdum es^ 

7. 
Siot iVy jy fuQCtionc» ipsiua jr rafloDaIcs intagrae (n — 1)^ ordinis; 
{0 quibus oum ait ooeffidantiyin aumeriis 2/1^ eaa aempw ita dafarmiaire 
licet, ut expresaio . / ' 

Mf(x)+JV(p(x) ai: P, 

datae cuillbet oxpreatiotti ipsiua x rariosali iotegrae {tLn^iJ' ordinla ae« 
quaiis eTadat. piiae coefficieutium ipsanun üf» N detenoloafis reaolutio« 
Dem ?/? aequatioDum lioearium intor 2n inoogoitas propoaitarain postuIat» 
Yocemoa L denomioittoreiD commuDem valoribus coiffficieotiuiii algebraictef 
qui per reaolutionem iilam obtioeatari ao statuaimia 

Mf(jc) + liqfis) =f P « L.Q. 
inreiiHiBtur coefficieiites fimotiemim M^ Df vdt expraaaionei mt^raa con« 
•taotioiii) quae funotioiiea f{pp)f (l>(x)f Q afficiiuifw 

Quotiea simul f(x) = 0^ P(x) = 0, arit etjam L es 0; atatuera enim 
tioet Qsg^U Qaae aequatio» eiiiii sit • op libera, ipsa est aequatio finalii 
quaeaita^ quae oum «opra iovepta prorsua oonTeok« Adhibuero haao mer 
thodum ad eUaduatiooem praestandam primua Q. MuUr 10 Aotia Aoad» 
Ber» T. XX« ad a« 1764. UemoMtremua iam^ i^inoauNiOf ai Q aive 1^ aira 
»^ x\ ^f p... ar^'^S ai?e fuqotio ipaiua # rmtiaoalia integra (2/i — 1)*^ or 
diata quaeounque^ funotiooea multiplioatHoea JU, iV gaaeralUar per exprea« 
aionei ^^^ ^i, ^2, •••• ^m-^t determiaenttttt 

Iteatituto la (IS*) jt Ipco Srt ptaireait, defigaaote r unum a au« 
meris 0, 1, 2, ^ •«. n-^tp 

la qua aequatione ai aubatituimua ipaarum m^p ifitt fn^p •••• m^,^ ex* 
presaionea $• 2» (l«), videmui^ posito 



^fn^tm^M afgttnMs, 



N, sa A, K*^ -f «iHa*^-f- .... + ff J 



NimMTiM r io aatecedeDtibin tantpin valorai 0, 1, 2, ... , a— 1 bdaen 
potert; nt funotfones maltipUMtrioM omu, quo r valorei »,«+!,.... 2ä— 1 
faidoi^ 6 üormnlis noatris emamu, sßqqenlk addo. 

8. 
Stetoamm, in formuBs omiubas, inlcoodoMtihiM tradttisy poai X 
l6«o «, aumilqiw a„ 4, mutonas in ä;^, ä^; qm &o«o fimotioMi j(Jt% 
9(m) Otemt m «T'/C»), *-*^(«). Eadem matatione abit 

Qua« escpraMto ftefle hpio aequaln evadit; 
•ive ipd 



Um fit: 



Uade Tidami»^ pwr mutatkuieiii indioatam abire a<^, in — <v.i_ ih-i-t. Ob« 
MTVO porro generaUter, propositk aegnatioiiibus lincanbus qtdbusounqua 
(2,), si looo a^ ponitar o^.^^»,^^, in aequationibiM invenis (6.) ipsum 
L immutatum manere, -/,^ abire in ^^,^,^,_,. Dbi jnmul oo^mcientes 

onaes «v^ ngyium mutant, JL, ^,^ abeqat in ( — 1)"L, ( 1)"-»^ 

Binc casu nostro per mutationem indfeatam L, A^ abeunft fai ir^^Tl-* 

CmW« IWMMl d. M. B4.XT. Hft.2. IS 



110 A* C 6.J. Jaeohi^ dt eHminaiione vürkMBi tdttAMi orgiMtioiittiit algtbrakis. 

i'—ty^ ^TH-^i^ri ideoqae posito — loco x^ a^^^^ 6^,^ looo o^^ h^ «baunt 

SD 

(—1)»!., (—l)"-*^to-.e-r. QuIBug factis mutatiombus in (20.), (21.)> «8- 
mulque muItipUuatione per ( — l)"x^"^ fiMsta, obtinetur 

lU» 

+ -<rf2ii-4-r JP' [*o + biX-^biX* + .... 4" ^Ä-aas*"*] 

poibiis ia formulis r rursus valores 0, 1, 2, .... n — 1 induere potest, 

ideoque 2/i — 1 — r Talores n^ /^-f-l» ^ + ^> •••* 2i2— *1. Uoda funolio- 

nes multiplioatrioes quaesitae omnea determinatae euot» E quibua iam 
&dle eomponis expreMionea iptarum M^ N, quotiea 

Erit eiiim: 

Si /*<</t9 eruimus e (20.) fuDOtioaes multiplioatrioes per formulas 

addita oonditione» ut potestates ipsius x negatirae reiidantuK SI f^n^ 
eruimus e (23«) ponendo r looo 2/t— -1—- r; *^ 

addita tonditione^ ut potestates ipsius x superiores (/i— 1)^ reiieumtur« 
Casuf quo funetiones /(^)» 9(ar) fsotorem linearem oommuDam Ikabent 



fii CßGpJ,Jafobi, dt riinUnationt variaMis t duobuM aejuaUonOnut atgeBratek. 1 1 1 

«— |, vidimiis haberi 

Onde fädle paCe^ eo oara ßeri 

yv^ — -'o. 5.^ = */of .^_^, 

Quam landionum muItiplioBtriflium oaturam Eulenu io oommentatioiie 
dteta indioairit. Talores, qoos M^, JV;. indaimt, si in iu ;»s^, ponitur 

fiunt «X aotecedeotibiis ^^»t^'CO* ^ol'J'i^t sfquidem ^(ar) ts ^£lfä 

10. 
Liter ftmotbiies miiltiplioatrioes ü/,, iV;, qaae direnis ipriug r m- 
loribw respondent, yariae relationes looum babent, qua« sequentibus exa- 
minanusy 

Contonplemur primum funotlones midt^lioatrioes Jt/,, iV;, ia mA- 
bns r<n— 2. Sequitar e (20.), omisnt tenniois se mutuo destnientibus, 

rive cum e (18.) sit 
eilt 

eodemque modo iovenitur; 

Sit iam r< n; ri in (23.) |ooo 2/z— r — 1 poninM» r, r+I, crui-* 
mus, reiectis terminia se destrnentibus, 

«re cum dt e (18.): 

^r-» Ä0 + -',w»4.j| Äi -4- , . , , -]f- u<^, *„_! 4-^/, A, S= 0, 

erit, ut antea: 

eodemque modo invenftnr: 

*^;-iV^t 8 ^,K+Oia?+.... + a,«»J ^ v/,/(x). 

15» 



tl% • ^ « » * — ^' ^ -»-*-.^f -* *rfr r fttinUt nff| iiii tf i w i Tni ii1]|ii l i rf jjj . 



>H «tH t nii ii deniqae ia (20.) rs«-~l, fo (2S.) m«; hirailf i 
+ «»[Ä,-rf^+„ •\-i$J^+i»JLi+ +*.^*i-4l 



• • 



9MW OQcpNnio» adhibitii Mqnilioiiibas (18.), ia hno aUks 
eodemqoe modo obtinetar: 

Dnde patet, detignimf r unum fuemlibet • numerü 0,i,2,,.,, 2a— 3, 
hai0ri, 

27. -[«»r— *;+.]«■ ^,.^(*), «a;- jv'^ » ^,./c*> 

fil • (27.) : 

-[»^i'.H-'^^.Hl - ^^,*-^.?>(*), 



— ^# ^ 

28. I 



Plaaa aimaet a ^7.) de fuaotiooibtti A;. hoLentur fornubM^ qoaa ab aato- 
aadeaCibus eo taatom ditorepaat, qnod looo 9 (*) poaeaduai /(x) et üamm 
negitiTaBi exj^raMwailMM ad laevann praefixam lefieieBdaiii. AddHioae 
proditt 

.[»-Äfr—»^- K«^+-'^*^+....+ -^,+^]^(*), 
Sk es. gr. rs:0, mss2a — 1, erit: 

Parro ex aequationibm (27.): 

— [jr Äf,— Af^il sa ^, ^(ar), ~ [«^rH— -V««««] « '<+i^(«), 
et a rinuttbus, qoae de fuactioaibiM JV^ valeat, bae •eqauatvri 



20. I 



Und» • (27.)» (2&), (20.) fitt 

32. M^N^~-M,N^ ts L.^,«^, 

II. 

GiloaIal& qoantitedbnB «,&«—««&„ qnoruni duhmtim, oam ipris r, * 
Tatorat onme» «oavwiuit • oiqae ad />, est ^^^^j^, cocprenioiiefl im,. 
rfira «oSffioieiitw a^, pav additidoes snooeaiivas fiMÜe inTanimtar. 

Ek aequationibi» (1.) anini fit: 

nid» 

9uaa pro resC^ rmm» fit aaquatioy ra iae t ii azpr«saioiiib«M m^, m., 

3«. — »m» «B «.^(*)— 4^,/^). 
StataanRN Ihr» a» 

(«r*J « M.— «.4r» 

atque dit 

(«;»-»*i») + («-»*i)*+(«-»AO«'...+(«-»A»-*)a:^ ■« »— ♦ 



f • 



ik pwra 

atqpie daignemn per [jr^i^] prodiaetam x/irf reieods dnobut termiob 
posireimt» erit e (L): 

porro e (35*); 



114 6> C, C. J. Jaeohi, de tUmihation* varkASk » JbuAm mequtiiomitiu «^«iiwioitt 



f«o = «ü. 

lüTentis boc modo fi^t, ft„^f ,.., /u«, «tadln etimn fpsae expraMiones 
i"»-!» "in-i) •••• "'u habentur, suppletis twnaamB de6oieDUbus ope formu- 
lae (tr^^ttt^* 

E formula (35,) 

■equitur, «ubstitatis ipBarum nt^, m^^u fi*)* ^(') expraaaionlbiit, ungülas 
^pskis X potestates comparando; 

37, «Wi,.— Äi*^ B=(«r*,)i 
in qua formula, «i r=/> aut r^sQt fenninus ttf^t^ aut ür~t^ omitten» 
am «at. 

Ex eadem ibrmula (35.) 0t 

m^t — X m^ esr tf^ ^ (ar) — br^f{x), 
Unde, eKmIaatls <P(')> /('): 

So qua formulai ri rssQ^ rsB-A-^2^ terminoa in ^.«y m^ duotos omit- 

tendua eat^ 

12. 

loter coeffioientes a^,« variae loooin jbabere debent relationes prae- 
ter hano »r,! =av Suot eoim ipsae a,,, pumero n^ sive ^ , 8i a^^, 

et a«^r easdem ceosemus; omnesque pendent tantam a 2/i-}-2 quantitati- 
bus Orj K* Quarum quantitatum numerus adeo triboa minuitur^ quia 
quaatitates a^ b^ — a« b^ ideoque etiam quantitatea <ftr,« % quae ex illis com« 
poBuotury mutationem pullam «iibeunt^ si loco ür^ b^ acribimus 7a^-f"^^rf 
'^'Or^e^brf designaoübua 7> .£> 7^ b* quantitatea arbitrarias, inter quaa 
aequatioloGum habet ^f' — y'ez=:.\. Unde videmus, e quantitatibuB «ri b^ 
tres ex arbHrio aeefpi posse p ideoque eoeffideptes a^^« = cc« n quarum nu« 

merus — ^9 pendere tantum a 2/i — t quantitatibus« Obtlneri igitur de« 



6* CG. J* Jacob I» de eliminaUoKe vmäbäis t dudbu» 'aejuoiioHibus olgebrakiu 115 

bent inter quantitates a^^, ä a,,^ relationes numero ""'"^""^^ = (n—i){n^2) ^ 

Quarum relatioDum quodammodo locum tenet theorema supra invenhinii 
quantitates ^^,«9 quae sunt e quantitatibus a^,, certo modo compositae^ 
eundem valorem habere , quoties iodicum summa r-f*^ eundem valorem 
habet* Hino enim quantitates omues Jr^^ ^ quarum numerus idem atque 
quantitatum o^..« et ipsae redeunt in 2n — 1 quantitates» At inter coeiH- 
dentes a,.^« simpliciores adhuc relationes oondi possunt^ quam quae indi- 
cantur per formulam ^r,<= ^,^. 

Praemittamus theoremata quaedam sife nota sire alibi a nobis de« 
monstrata (ef. comment. de binis fuibuslibet funcL homog. etc. Vol. Xu.). 
Desjgnemus per typum 

^ I To Tx Tj . . . . r„» I 

f »^0 *l '^2 • • • • *m I 

aggregatum 1 • 2 . 3 . • • • m terminorum idem atque e notatione $• 3< 
exhibetur per expressionem 

Unda ex. gr. erit e (8.) 

|012....^— 1 

Si in expressione ipsius Lt anteoedente ex indicibus superioribus 
0, 1y % •••• n — 1 reiiois numerum r, ex iisdem indioibus inferioribus nu« 
merum s^ obtbes expressionem A^^^. Quarum expressionum Signum cum 
ancqis sit^ obserTO, id eo determinari^ quod ft^^^r,« ^ terminis ipsius L 
esse debet. Habetur vice versa 

(012.. ..Ä—1 

In qoa expressione^ si ex superioribus indicibus r, ex inferioribus s omit- 
tiS) obtines 

Si vero e superioribus indicibus duos r, r% ex infcriOTibas doos s^ s* omk- 
tisy obtines 

Ao gencraliter, «i in exprmsione 

i012....n— If 



1 16 ^ CtO.J. Japohi, de tfiminuHme wrUUHs 9 äuAm atqtmiimiSbuM ^gdnrmicb, 

e Biqperiotiiiiis iadkibitt m «equentes r^ r^f ^ • • » i^^"^ eoc bferiorfbiw m 
sequentes ^^ ^^ #••# ^^""^'^ omlttisy obtines 

SUit i^hir r, r^^ r^^, ...t H"*^' ntque ^, ^^ >^^ r**« ^"^ nmnari 01111168 
O9 If 2f • • • • A-* I9 quoounque ordiiie Mripti; etk 

Expreariones autem huimmocli 

cum sit ar,«ssa«,r» ^r,^^^^^ eaedem maDent^ si duo iiidicilm syatemala^ 
superiom et inferiores, inter ie eommuCaiitiir« Porro cum expreasionei 
jtr,g noD mutentiir, altera indiee unitate anelD aimiilqiie altero iodioe in^ 
tat» minatOi etiain expreBoo 

. ir«->, r«-*^ • . . . i^"^>i 

DOD mntaUtiir, ai indtoea alterioa syatematis omnea tämai imitate aogentor^ 
alterioa omnea aimul unitate nuQimatnr» Qnod ot loemn habere poaai^ ex 
flüa non eeae debet index altiaalmoa n — ^1^ ex fala non eaae di^et index 
infimna 0» Dnde vioe reraft in expreaaione 

in ältoro indieam aTatemate eaae debet n^i, in ältaro 0^ Hino eonehf* 
dinma e (39«X expressionem 

si 0x altero iniicum systemate ßst n-— 1, ex altero Q, tmtorem non mu^ 
tare, ei illiue indicee omnee unitote augeantur^ huiue unitote minuonm 
tur^ fua in re n-^^t auctus fieri debet 0, minutue fieri debet ii— 1« 
Quam proprietatem eoelBeientiuin Or^ repraeaeptare lioet per aequationem 

qua in formula aunt r^, r^\ •••• H"*^^) numeri m— 1 quiBbef direrai 
numeria 0, 1, 2, .... n — 2; porro ^, e'\ 0... ^(■"-^> numeri m — 1 ^prf* 
übet divenri e numeria 1, 2, 3| •#•• a-— 1« Signum nmi^^nnm J: nft de» 



6. C. 6. Jm Jacob i^ de eliminatione vurmOiUa e duabus aequalionibus al^^ebraids. f J7 

terminetnry observoy aequationem (40.) redire debere io aequationem 
identicam loter qoantitates (a^ b^ ope formulae (37.). Unäe si statuis^ ex« 
t^t^essioBum (14.) temuDOs esse 

facila Goaiicis, siguum ^^ dig^adum esse^ ai m-— 1 impar^ signuin — , si 
m — 1 par, 

Si 772==: 2, sequitur e formula generali (40.): 

quam faciie per substittidonem valoruro 

iMMUptobas; quippe qua Bubstitutione abit (41.) in aequatiooeDi t 

<|uae| tribus prodnctis cFolutis^ iJentica esge invenitur« 

13. 
Relationes oniDesi quao ioter ooeffioientei a^^« loottm habent, ad 
aequationes identioas iater quantitates (^r^«) ducunt^ per quas illae ex« 
primi possunt; ouius rei exemplum antecedentibus dedimus« Vice versa 
aequatio quaevis ideotica inter quantitates {flrt^ ad aequationem inter 
quantitates tf/.,« dueit ope formulae (37.) 

Relatio inter quantitates {(Xrb^ simplicissima^ e| de qua reUquae omnes 
fluuot^ est haeo: 

quae cum (42.) conrepit. De qua^ substitota (37.)^ provenit: 

Quae farmubi posito r^:^n — 1 et posito rs=,0^ cum termini^ ia quibus 
iudex 71 aut — 1 obvenit^ ommittendi sint^ in bas abit: 

**• ^r7r7'j+»r7r7'}+»r7''"7i=''' 

Cralte's louri»! d. M. B4. XV. Ha.2. 16 



118 6. C.G.J,Jacoiri,de elimimaiione t^tiriahilis € dumhiis aequationibui migtirmUnt. 

Si niimeroruni <9, f, £/ aliqiiis io (44.) ponitur 0, aut iq (45.) ponitur /i, 
prodit (41.)« Alia» formulas magis eoinpiicfttas praetermittimus« 

14. 
Supra demoustravimufl^ quantitates a^^, ita inter ae comparatas esse, 
tit e ajateioate aeqiiationum Uaearium (12.) aequantur aequationea (13.)« 
Vice versa demonntrari potest» quaeouüque sint 2n — 1 quantitatea ^o» 
^tf •••• ^2^-2 9 ^ fijsteroate acquationuin lioearium (13.) aequi aequatio- 
nea (12.)^ in quibus coefficientea Ur^^ e 2n'\-2 qiiantitatibua ^a^ , ^x> ^29 •••• 
a^ atque ^o» ^if ^29 • - • • ^n eadem ratione oompoaitae aint atque auteoe« 
dentibua aupponitur et per formulam (5.) aaaignatur. 

Priimim, ^uod attinet quantitatem L^ obaerro eam haberi per ae* 
quationem 

(0, l, 2, n~\ 

Deinde quia in aequationibus (13.) ceerficientium series horizontalea et 
verftcalea eaedem aiint^ idem de aequationibiia inveraia (12.) ratet, aive 
Grit a.,,=^of>s^r* Porro vidimua propter naturani partioiilarem aequationum 
lineariitm (13.) , inter coefficientea aequafioaiim inveraarum a,.,. haberi ae- 
quationem generalem (40.), quao pro m = 2 abibat in hanc: 

Accipiamua iam quatuor quantitatea a^ , 6„, Oq, bo talea, ut ait 

e cjuarum igitur numero trea ex arbitrio eligi poaaunt* Q^uarum ope de- 

teraiioeiAus 2/i — 2 quantitatea a^i Oj, •#• • a».! atque i^f ^2 K^% 

per aequationea: 

©064— AüOx = — 00,0 f 0^0*2 — *o^2= — ^,1 > •••• ^o*/r-i — io** 11-1=5 — a».-.^. 
Quibua aequationibua aubatitutia in hano aupra exhibitam 

atque diyiaione facta per 

prodit haeo 

quae eat aequatio (37,)« Cuiua ope e datia valoribua ipaarum a^^o , «^ ,_| 



6. C. G.J* Jacobi, de eliminaiione VariabiUs € duabui aeqkationibus aJ^ebroicis* 119 

yalores omnium quaDtitatum a,.,« deducuntur^ quales per aequationem (5.) 
dantur^ 

Datis duabus quibuslibet e quantitatibua i^o , a^^ • • . • a„ ^ duabus 
qtiibiislibet e quantitatibus b^^y b^^ ...» b^^ reliquae per quaatitates ^o^ 
^19 ^2 9 •••• ^7n-2 «tiäm r68oliifioiie aequationum (18.)| (19.) obtioeri 
posaunt. 

15. 

Agatnus adhuc de usu ooeffioieatiuin dr^^ in redactione rractioais 
~^ ii^ fractiooem contioiiani. Statuatur enim 

CiUi — t;3Wj = 1/3, 



ubi quanlitates c^ desiguent coostantesy v^ expressioQes liueares, u, 
pressiones ordinis n — 1 — r, itä ut postrema u,^^^ sit constans ; ad quas 
expressionea pervenis per divisioqem eontmuam deoominatoria per reai« 
duum« Aequationibua illis addatur tamquam prima: 

Quo facto^ ipsum 1/^ ^ eliminati» //r-t 5 ^r-2 > * • • • '^19 ^n^i t exhibere Iroet 
per aequatioDem^ 

ubi P,.^ i}r 9unt expresftiones integrae r^ ordinis. Qiiae expresstonea ea 
conditione^ ut Prf{^) — Qr^{^) w* ^ — 1 — f"^ ordini», plane determinatae 
sunt, ii factorena comtantem excipis, per quem multipUcari possimt« Con* 
tinent -enim ilbe 2r-f-l constantesi si nnam earum^ quod licet 9 es 1 po- 
nis; quae eo determinatae siint^ quod in expreaaione Prf(j^) — Qr^ip^) 
coefBcientes dignitatura a?"+'", jp''+'^^, 0?"+'^^-, • * . , jc"""" evaueaoere debent^ 
quod totidem (2 r «4* conditiones auggerit* In loomn igitur diTiaionia con- 
tinuae adbibere poaaumus aliam quamcunque methodum^ quae nobia auj;« 
geril cxprcasionca r** ordiniaP,., (?r9 quae expreaaionem Pr/(^) — Qr^{x) 
tsz li, efCciaDt {n — 1— r)'* ordlnia. 

Perveoirnua ad eiuamodi expreasionps Pr y Q, » ^1 9 ai aequationea 
linearea (2.) per methodum vulgarem reaolvimua^ eliminando succeative 
x'*''^ x^'^j x^^^y cet* Quaa aequationea ordine inrerao ita exhibeamua: 

16 • 



120 6. C G. J.Jacobi, de eliminatione variaOihs e duabus ^jequaiionibus aigebraicis. 

^«--3,N-1 ^ r ttrt— 1, 71—2 •'*^ "T" C^"— ;;»)-'5 •'^ • • • • -p X„_3 ti»'** =^ ^'n— 3 f 

«0, r-i ar"~* + <^\ n-? ar""^ 4- a., ^^3 .r"-^ . . - . + ao,o Jc' r= m,, . 
E duabu» primis eiimiaemus a:""**, o trihüB prinns x'*"'^, ^""^ © quataor 
primis x''^^ x''''\ x''^\ et ita porro« Quo facto prodeuot aequatioaes: 



ubi quantitates fp suut constantes, ^/^ aiitem expressiones {n — 1 — r/ or- 
dinia* Substituamiis in hh aequationibus loco ipsarum fn^ eariim valores 

obtinemus n r/ > i^i /»^^ \ 

u, = P2f(x) — Q,(Pix), 
u,=^PJ{x)-Q,(p{x\ 

••••j 

dasignantibus resp. P^ et ()i, Pa «t Qi, Pj et ()3 cet. expressioiios primi^ 
aecuDdi, tertii^ oet« ordiais; quae indagandae erant. 

Per i eh'minatioDem propositam habetur; notatione supra indicata 
adfaihita, 
^^_ ^j^-1, /J •- 2,. ... /2-r-l J ,_.xi^ j'z«!, 72-2,.... ;»-r,/i--r-l^ 

j;/-l,«-2, ..., /2-r-l( )/?-!, /2-2,..../2-r,/i-r-2| 

|/2-l, /i~2, .... /2-r, /2-r-3) '" i'i-l* /2-2, .... /2-r, j * 

Neo noQ per eandein uotationem constantes l^/^ ideoque etlam ipsae ex« 
pressiones P^j Qr generaliter exhiberi possuDt. Habetur ex. gr« 

' jfl — 1,//— Sf • (« — 1, /?-:>} ' ' ♦o_l,«_2J» 

cet. oet. 



6. C* 6. J* Jacohi, ä9 ttiminatione variabiiis e duahus aequationibus algehrMicis* 121 

ExprcsBioncs u^^ quas autecedentibus ope quantitatum «Er,, geoera- 
iiter determioaTimus, ita comparatas esM novimu8| ut iuter tres quaslihet 
se proxime iuseqiientes iotercedit relatio^ 

ubi Cr constausy v^ linearis« Qtiod ex ipsa expressione generali , quam 
pro Ur iovenimus^ neu ita facile cognoscitur« Qua de eausa rem alio modo 
aggrediamm^. 

16. 
Exprcssiones Ury Pr9 Qr etiam xndagare Ucet ope aequatioaum 

L = -^o^h + -^l^'l + -^2'''2 • • . • + ^n-* ^n^if 

quae sunt inversae earum3 a quibus §" anteoedente profecti sumus« Nam 
e (n — r) primis aequatioaum illarum eliminatis n — r — 1 quantitatibua 
Wo, rrti, m,, •••• f^n-^r-^u prodit oxpressio ipsius x ordiuis (/i — r — 1^ 
aequalis aggregato linear! expressionum ^n-r^i » ^n^r ^ • • • • ^n^i • Quod 
cum exprimi possit per Prfipc) — Q'x^ip^)^ ubi P,., Q^ sunt r*' ordiuis, pro«^ 
posito satisfactum est» 

Anteoedentibus nora patet proprietas systematis coefficientiumi quale 
in aequationibuslinearibus (13.) invenitur» Sit enim £^^^ = aequatio k^ 
ordinis respectu ipsius Xj quae provenit ex aequationibus, 

Lx = ^i/71o+ -^j/W, -f'-'^^'Wj . • • • -}"-^Ä ^l^lf 

Ltx^ s=: A^ m^ -}" -^3 ^^i -|- -^4 W2 • • • • "1" -^*+i''^it— 1> 



Lx^Z=, -^4^0+^*4-1^1+ -^^+2^2.... +^2i-l^*-l> 

eliminatis //i,,, //ij, mj, •••• Wj^i; si vocamus i^jt-i==0, w;jt-.2 = ae- 
quatioues similes provenientes , si aequatioaum antecedentium omittimus 
postremam et terminos in rn^.^^ diictos, vel duas postremas et terminos in 
nn^iy ^^k-i ductos: intcrcedit inter tres expressiones Wi_^29 ^it-i> ^a relatia 

ubi c constans^ v linearis, 

Reiatio antecedens locum habere debet per aequationes identicas 
inter quautitates J^j per quas coeifioientes expressionum Wx^^j ^ä-i? ^k 
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^xhtberi licet | quippe quae quantitateft ^r ^ m lodepencleDtes sunt. Si 
Toro coelTicientes illas per qoantkates a^,« exprioii«, uti $° antec, eadem 
relatio non domonatrari poterit niai adhibitis aequationibua quao inter 
quantitates a^^« locum babent. 

Statuamiis, in expressione w^ coefficientein altissimae poteatati» x^ esse 

.) 0,1,2,.... *— 11 
10,1, 2,. ••. t — i\' 
in qua expreaaione loco ^,^^ aemper «cribeodum erit ^^^« • Quibiis po- 
aitis, erit 

lam demonstri^mus, ex ipsa natura expressionum Wk 9 relationem assigna- 
tam inter trea ae toacquentes locnm habere^ et ipsam constantein c et ex-» 
preasioDem linearem v indagemus. 

Quod iit aine calculo nimia prolixo fiat, pono it=zn — 1; quo facto 
habetur 

rsr? — ''o — *"«-* ♦ 

Ferro advoco aequatiopem (38.) , quae posito rs=^ — 2, reiectoque ter« 
mino nin^ in hano abit: 

Quam ope formularum 

etiam aic repraeseotare licet: 

aire 

Statuamus Lrevitatia causa 

erit 



mm 
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Aequatio posfrema fit, ellminata m„.3, 

CoeffiGientem ipsius m^^i ita exhibere licet, 

~f(ß^-7')-7(7^-ß0, 
unde aequatio antecedens fit 

Unde tandem, multiplicatione per ß facta et ipsis rn^^^, ^n^\ \f^ ^i y ^^ 
e&hibitis, naociscimur : 

= -ß^i/2 + [(ß^-y^)(^+y)+ß(y*-ßr;]''i-(ß^~7T^ü. 

Quae docet (brmula, restilutis ipsarum ß, y cet. valoribus, expressionem 
per Ui divisibilem esse; sive, quod idem est, expressionem 

K:iJ:l-::::-^]P-+H[o:;:^;:::::i3]K' 

diFisibilem esse per w^^j,. Unde posito k looo n — 1, si loco 

-^ I '***'** I restituimus expressionem 2 + -^ü,o -^j,i -'v • • • • -^*, j > '^ 

quo aggregato loco A^^^ scribendum erit Jr-^^ atque terminus 

•^U,0 •''i.l -^3,2 • • • • -^jt,!: 5==** -^O -^2 «"4 • • • • «^-ii^ 

positive accipiendus, scquitur tbeorema algebraioum hoc» 

Theorema« 
j^Sit Wi=^0 aequatio i*' ordinis respectu ipsius jr, guae provenit 
^ kA^X aequationibüs 



eliminatis k ^uantitatibus /Wo, /W|, •••. /Wj^i ; ^/ ipsius tvi potestas «/- 
iissima x^ coefficientem habet 2 + ^o,o -^m • • • •► -'4~i,x-.i t ^'''^ expressio 

/>^r Wk^i divisibilisJ* 



De hoc theoremate statim Amt sequens: 

.^notatione §' antecedentis aihibit^^ fieri 
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i«p-!'"-;'--"-1}V+J4"-'''-''-'-'-Jl!V. 

/»er u^j diiusibilem," 
Unde 

S^r«— t, n— 2, ..•;ii— r— 1 j^ 
In — 1, n — 2 w — r — 1 f 
f/i — 1, n — 2, ..../i — rl f 
L« — I,n — !?,,.. ./t — rj J 

QuoticDtes lineares faciie obtineniur e terminis sire primis sire pMlremis 
ex])rcssioni]m Ur aut z^;,. 

Addam relationem^ quoft adhuc desideratur, spter <P(x), mn.o f/|. 
Habetur e (3>.)- 

IJude, cum 8ft 

fit? 

Elimiuata f^n^i ope aequalioais 
prodit 

Uiule iam habeotur formulae omues pro evoUitlone fractionis ^7~* io frac- 

tiouem contiuuam. 

Regiemonti d. 27. Au^. 1835. 



"^J- — ^ 
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7. 

Zur Tlieorie der Eingdidlli^, EiiihüUiiiigs-FlAdiei^ 
ihrer C^raeteristikeD nod Wendungs - Curven. 

(Tom B«rta Prof. Rmab* in ZSiidk.) 

jStollC 



ü» auf reehtwinklige Coordtuitca-Adueii «, j, s beaofflM GlefdMmg 
eliiar FUdie dir, wo • tk» wittkiMi^ Constante und 9(«) «Im wHI- 
kSrlkhe Function dieser Constante l»edeut«t| so ist das Btsnitat der BB- 
nrfftiffifft mn a ans dieser and der Gleiohinig 

die Gleiohiing der EinbinaogsllSdie aller |n (1.) dnroh dfe VarisMIItIK 
Tosi c entstehenden eiag diSlIten FUdien. 

Analjtiseh betraebtet stellt diese resnitirende Gleiehang das sin* 
gdire Integral jener DiffiBrensial^toiQhui^ dar» ron der die Gieiobung 
(1.) das vollständige Integral ist. 

Lü&t man biag^en in den beiden Gleiobungea (1.) und (2.) 
dBe 6r6be « ab wiUkSrliobe Gnstanto stdien, so rqprSsentiren rie ^ 
Cnrr^ in der üA swei auf einander folgende eingebaute FlBcben duroii- 
aebneideni wdebe Corre nadi Monge die dem Wertfie von a enispce» 
ohende Gbaraeteristik genannt wird» 

DMforendkC man lemer die swei Gieiabnpgen der Charaeteristür 
nadi 0» ao bat man imCMir der GMelrang (2.) noch folgende; 

s. di^r-* •" o, 

welehe, mR (!•) *">^ (2*) ^"t^ EKmlnation Ton a feAnnden, & Wen» 
dongspurro rorst^t. 

Es stellt somtt diese Wendongsonnre m den C bata etetistikaa • in 
derselben Besiebangy wie die EinbiillanfiflBohe w den eingebiltten RS» 
eiienr oder derselben IKfierenrialgleieinvigy welober ^ GMcbungen der 
WendnnfMnrre ab sngnttras Integral entspreehen) geniigen die GIsiehun 
gen der Cbaraoleristik ab vollstBnd^es Integral. 

Per gprfi&eni DentUebiteit wegen will iob die DifiarettBalgleiob«ng 
der Cbareoteristik mä Wendungseurre folgender eingebauten Fliebe 

•) (*-«)*+(r-*(»))'+*'-i ^ 

CrelVaJMii«il4M.M.X?. Hi.«. 17 
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suchen. Differenxiirt man dieselbe nach a^ so ist: 

Diese zwei Gleichungen^ in denen et als comtant behandelt werden muls| 
stellen die Characteristik dar« Die Diiie^eD^iftlgieichung derselben wird 
gefunden, wenn man die letzten zwei Gleichungen nach x^ y, z difte- 
renziirt und a als cqnstant behandelt^ so dais 

Wenn aus diesen vier Gleichungen a, <P{€l\ y^ - eh^minirt werden, so hat man : 

rf) 5r (rf jr' + dy"" + d:^) = rf jr?« ^ dy\ 
als Difierenzialgleichung. der Characteristik« 

Ferner findet man die Gleichungen der Wendungscurve, wenn man 
aus den beiden Gleichungen (<>) und (ß) und aus der folgenden 

die CoBstante % eliminirt. 

Um die Differenzialglelohung dieser Gurve m finden^ denke man 
sidi aus det* Jietzten Gletobung a als Function von y bestimmt und in die 
Glathungen {n > und {jbi) substituirt« Werden nun diese Bwei Gleichungen 
unter der eben geniaohten Vwaussetzung dtft^Mfenstirt, so hat man, mit 
Berüdüuchtigung der Gleichungen (b) und (e), und unter der Annahme» 

dab -T-y aus Gleichung (^) bestimmt^ nicht unBndflch grofs wird^ die obi- 
{;«! zwei Gleichungen {e)^ w^che in Verbindung mit (a) und (^). durch 
EfiminstHon von o^ ^(0)1 ■ ^ ' auf die Gieicb'ung (cf) fuhren, die dem- 
nach tooh DilFerenzialgleiGhung der Wendungseurve ist* 

Da dieselbe Belraiihtung auch auf die aligemeinen Gleichungen 
(l.)^ (St.)? (^O angewendet werden känn«| 10 ist man «u dem S<^hi8se 
bereehtigt, dsfs die allg.eimeinsfe Differenzfalglexchung der 
Gharnete^ristik zugleich Differenzialgleicbung der Wendungs- 
curve ist^ und umrgekehrt. 

Die mir bekannten Schriften^ vr^idie diesen Gegenstand behandeln^ 
unterteheiden die Diflferenzialgleicfaung der Wendungsourve von der der 
Characteristik: allein der üntersobied ist nar scheinbar^ indem eine Diffa« 
renziri^eiebutfg wie {d) durch eine unendtfdhe Anzahl von Gleichungs* 
paaren e^etzt werden kann« 

Zürich den 7. August. 1835, 



«■ 
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8. 
über die hypergeometrische Reihe 

(Tod Herrn JS. ü. KnffMtf^ Dr. pbil. zu Liegntte«} 
<Fortsc{zaiig tmi Ka.'X to Totigen HeA«.} 



A b 8 h n i t t IV. 

Umfbrmimgcn der hypergeometrischen Beihe J^Cs ß* /i *3 fitf 

den noch isipecielleren Fall, wo yon den Quantitäten 

Mj ß^ und y nur eine noch beliebig bleibt. 

§. 21. 

9o wie im i^orig€ii Abachnitte etwas von der AJigemeiafieit der Renhe 
^ißp0f%^) aufgegeben und hinter den QuantitSteo oirf ß, y eine Bedio« 
gungsgleichung gesetzt wuirde*| H^odufch wir eine sehr grobe Anzahl peuer^ 
wenn Auch specieller Gletehui^n imter verschiedenen Functionen F er^ 
halten haben: eben so soll te dem gegenwBirtfgen Ahsehnitte nun nooh 
mehr von der AHgemefnbeit der Reihe t" {(t, ßp y^ ;f) ati%egeben werdeii, 
mdem ^wei Bedingungsgleiehungen unter den Quanfitfiten cl, ß^ y gesetzt 
werden, oder nur eine dei»eiben ats befiebig beibehalten wird« Wenn 
dieser Fall eben so als der vorige behandelt wird, so serftUt jetzt die 
Gleichung (4.) $. 4. (deren algebraischen partieulfipen Integrale die Werthe 
des z geben) in drei besondere Gleichungen, weldie mit einander iden« 
fisch sein müssen« Eine Dtscussien der in diesen drei Gleichungen «nt« 
haltenen speciellen Fälle wurde sidi auf ühnKohe Weise wie im vorigen 
Absdbnitte ausführen lassen s die AnaM der Werthe dts » aber würde 
für diesen Fat! adtserördenttibh grofs sein^ ttod die Aufgabe, diese 

Werthe des z zu finden, die ihnen zugehörigen particulären Integrale der 
Difibrenzialgleichuog (L) §# 4« mid die eus diesen entq^rif^endei» Glei«- 
chungen «u bilden, wSrde zu ellzugrolsea Weitläuffigkeitea führen » und 
dennoch keltie wesenüieh neueit GBeichungen gewilbrcn. Wir wollen uns 

17 ♦ 
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äah&t him nur dirtaf besdirSokeo, diejenigeii 6ieicliQii|en| welche rieh 
aus denen der beiden Torhergebenden Absdinitfe Bit den gegenwlr%en 
Fell entwiokeln hmen^ aufsostdlen, und xwer enoh von diaMB nur diei 
weiche unter sweien Functionen F stitt heben« • 

Die Methode^ dieie Gleichnngen aufaufinden^ kt folgende« Blan 
nimmt m je sweien der Gleichungen (42 ) bii (66.) des f. 10« unter den 
6r6lSben a und ßi oder, wo fie Torkonunen, unter den GrSften a und 
7 eine Bedingnngsgleiohung ?on der Art an , dad die Functionen F links 
▼om Gleichheitsaeichen mit einander identisdi werden , weil sodann die 
Theile rechts rem Gleichheitsseichen auch einander gleich sein mSssen« 
Alsdann gewfihren diese allemal eine Gleichung for den gegen wSrtigen Fall. 
Ton den Gleichungen aberi wddie man auf diese Weise erhfilt^ erweisen sich 
fiele I welche anfangs verschieden an sein schienen, bei näherer Dnter* 
Buchung als mit einander identich ; andere Gleichungen dieser Art gebSren 
femer nicht transoendeoten Reihen F an, sondern solchen , weldie sich 
algebraisch oder durch Kreisfunctionen ausdrSdien lessen« Diese alle über- 
gehend , nehme ich nur folgende neun Gleidiungeni in weichen x In r 
Terwandelt ist: 

«• (-fr'(f-=^-^.fe)*) 






-(«-r'(T.^.'-^.fe)"). 



ic^^i^^;^;^ 



aafcB^Bfa - ai- ■ - 
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Die Gleichung (1.) erbfilt man aus (50.) und (52.)» wenn dasdU^ ßss 

'^ genommen wird} eben so (2.) m (50.) and (43,); (3.) mm (51.) 

und (52.); (40 aus (51.) und (43.); (5.) aua (50.) und (55.), und (6.) 
aus (51.) und (55.). Die Gleiohung (7.) erfaSIt man am (45.) und (50.), 
indem ßs^ genommen wird; ferner (8.) aus (44.) und (45.)» indem 
7 = «+!» 0=««+i gewta* wird, und endUoh (0.) aiM (45.) und (5|.), 
wenn in denselben ßs»^ gesetit wird. 

Diese neun Formeln nehmen folgende bequemer« Cestah an: 

-\ 5 ; n2'-T"'-T-* (2i^.f6>(i-^I>))* ;> 
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_ /3V71--£) -1\-« „/ «. «+< 2*+2 ^ ^V( i— x) (V(l- . r) - 1),\ 

_ / x— 24-6V(l~3f) \— „(f_ o+l 2 «4^2 ieV(l— a;) (V"( I- x) -i)' \ 
^\ T / V2' 2 »' 3 » (»— 2+6/"(l-^J>' - /' 

16. F(2«,<it+i,<»fi,«) 

17. F(2o',«+J,2a+i,a:) 

/4_4x — a?*N--«-./« «4-1 ^.. ~|6j.'(t ~y)\ 
= 1 4 ^y n-2 '~t-^"+^^ (4-4x-»^)'^ 

18. f(2«,.i»+|,<»+i,*) 

Weim man nSmlich in (1.) aeM ^~^*s=:a?, so erhült man (10.); W6im 

man ia (2.) «etit (x^[jE^*=^^^ bo erhält man (ll?)^ und auf 8hn- 
liehe Weise die übrigen hier aufgestellten Formeln« 

« 

Werden aun in diesen Gleichungen die Functionen F rechts i'om 
Gleioiiheitszeichen nach Formel (18^) §« 9# umgeformt^ ao erhält man fol- 
gende acht andere Gletchungen : 

-B^_ g .^ ^ V 2 ' -T" ' ~T*' 10 v^( i - x) (i + vti -^) ' 

28. y^«,_ir_,_I!l-,x; 

""^"^ ^ ^^ V' ^ '~^'8>^(r-x)(i+r(i-x))/ 
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^ Ht'^'.^-) 



= 1 i- — '; nT'-s-'— 3— • — (i+v-(i.-x)y^ — ;> 

25. F(2«,a4.|,«»-}-|,a) 
- (1+*) F\^-^ ^_^__. „ + 1, _.__,._^, 

2a. F(2o,a+i,Ärt+f,x) 

TTerd^ aadlmb noolv ^ie Functionen J* links vom Gleichheitszeichen nach 
Formel (18.) |. 0. umgefijrinf, mii4 wird x in — ^. verwÄndelt, so echült 

man aus (10.), (U.), (16.), (18.), (10.), (20.), (23.) und (25.) noch fol- 
gende aeht Formet 

2« p(^ 2— g 2<r+5 \ 
*<». e\^a, ' ^ ^-^ — ,arj 

= (1+4— =.-)-Kf .:±i,-+*.3^^^). 



si. Ff£:,£z:f,25i* \ 

V2"' 6 * 6 ' / 
32. F(^,_^,__i-.,«J 
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lo dkn diesen Formeln heben die lel&ten El eme nte der Fnnetiö- 
nen F rechte Tom Gleiohheitueiehen irersefaiedene Werthe; es ist leiehly 
aus diesen noeh ylele andern Formdn derselben Art hemleüen^ wekha 
/edoeh dieselben Werthe des letzten Elementes haben, indem man nim- 
lieh die eine oder die andere Function F dieser Formeln, oder aneh beide 
ani^eieb, nach Fonnel (17.) |« 0. umCMnnt; es wBrde jedoeh an weitlln^ 
tig sein, diese Umformungen hier au£iiinehmen« Jklle diese Formeln sind 
ferner nur ifi bestinmiten Grenam des x ffOüfy weit die lotsten Elemente 
dieser Functionen, Ton dem Werthe an, nur bis — 1 auf der ehieni 
und +1 mf der andern Seite ausgedehnt werden dBrfent sobald aber 
dss letato Element fiir einen Werth des jr die Greom —1 oder +t «^ 
reidit hat, darf x nicht grSfser angenommen werden, wenn audi das 
lotate Element der andern Function dadurch wieder klemer wurde» So 
z. ß. die Gleichung (20.) ist gBltig m den Grennen 4P8sb-»1 bis i? a 

2/^2—2; denn ISr den letsteren Werth des x erreicht a»i!^Z!Lii=f} 

auerst die Grense -{- 1 : nimmt man x etwes grOiser, so wird dadurch 
zwar M wieder klenier ab 1, aber die Gleichupg (26.) h8rt auf, richtig au 
aein« Hadi derselben Methode, welche im Torigen Absdmltte anr Bildung 
der Gieichungen unter dreien Functionen F angewendet worden is^ kSn« 
nen nun auch in diesem Falle aus den geftmdenen Gleichungen unter 
sweien F^nnctionen F, die Gleidiungen unter dreien Functionen gebildet 
werden; aber auch dipse wollen wir Klrae halber Sbergdien» 

Nachdem nun die drei FSIle durchgegangen worden siod: erstens, 
wo 9, 0, 7 Fon einander gana unabbSngig waren : zweitens, wo eine Be« 
dingungsgletchung unter denselben statt limd, und drittens, wo swei Be- 
dmgungsgleichungen statt ftinden, so wHre nun noch Tiertens der Fall au 
untersuchen, wo drei Bedingungsgleichungen unter denselben statt haben, 
oder wo diese Qoantitlitpn a^ ßp y b«tiinmte Werthe haben, Dieser 
Fall wfird^ g^wifr an sehr interessanten Resultatett IBhren, da unter den« 
selben zum Belq^ alle Terwandlungen der ganzen cB^tisdien Iht^grrie, 
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SO wie mehreMr u&beBtimtnter elliptiseber Integrale enthalten sein inufs« 
ten, (dean diese sind, wie bald gezeigt werden soll, als specielle Fälle in 
der Reihe F(a^ ß, % x) enthalten) ; aber abgesehen von der Sohwierigkeit, 
diesen speciellsten Fall Tolbtiindig zu erschöpfen ^ würde er sioh aueh zu 
sehr von der allgemeinen Unfersuohung der Reihe F(€i^ßyr^,») entfernen; 
weshalb er for jetzt übergangen werden soll* 



Abschnilt Y« 

der hyp,ergeomefriachen Reihe F(ä^ ß^ y, x) fSr 
specieile Werthe des letzten Elementen x. 

i. 23. 

Da wir die Function F(^j, ß^ y, x)^ deren Haupt -Eigeosohaften 
in den Toebergehenden drei Abschnitten entwickelt worden siud^ durch 
eine unendliche Reibe defiuirt haben, so iiann auch von einer .Snmnw 
derselben die Rede seini welche nichts anderes sein wird^ als ein Aus<* 
druck dieser Reihe durch bekannte Funetioneu» Im allgemeinen ist nun 
die Reihe t{aL^ß^y^x) eine Transcendente eigener Art; in vielen speeiel- 
len Fällen aber läfst sie sich auf bekannte Functionen reduciren. Hier« 
bei sind zunächst zwei Fälle zu unterscheiden: man kann nämlich die 
Summe der Reihe F{<iy ß, y^ x) suchen Cor specielie . Werthe des letzten 
Elementes x, wie sie z« B. von Gaufs für den Fall jrs=l gefunden 
worden ist: oder man kann die Summe dieser Reihe suchen, indem x 
als veränderlich beibehalten wird^ för bestimmte Werthe der Quanb'tSten 
^f ßf y* ^>^ werden uns in diesem Abschnitte nur auf den ersten je- 
ner beiden Falle beschrünken^ und was den zweiten Fall betrifft^ so wer*- 
den wir in dem folgenden Abschnitte untersuofaen ^ unter welchen Bedin* 
gungen die Reihe F{cl9 ß» y, x) sioh durch elliptische Transcendenten aus- 
drücken läfiit ; die zahlreichen Summationen aber, welche algebraisch oder 
durch logarithnusche und Kreisfunctiooen ausgeführt werden können, (für 
welche Gaufs in der erwähnten Abliandlung eine Sammlung gegehen 
bat), übergehen wir ganz, da die gegenwärtige Abhaudlung nur die 
Theorie der höheren Transcendenten zum Zwecke hat« 

Um nun die Summe der Reihe F(ai ß, 7, x) für bestimmte Werthe 
des X zxk 6uden> werden wir 700 dem Werthe ^ s=r 1 ausgeben, fiir wel- 

Crttl^f Jov«ü il. M. B4 XV. HA. 2 18 
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dien, wid sohon erwähnt worden , die Summe der Reihe durch die 
Transeendente // von Gaufs gefunden worden ist/ Dorch UmrorniHD- 
geo der Reihe ^ deren letztes Element gleich 1 ist, werden wir sodann 
Reihen mit änderen Werthen des letzten Elementes finden , welche sieh 
abo ri>enfaUs durch die Function ZT müssen sumwiren lassen« 
Setzt man in Formel (53.) §• 19. jp=:— 1, so ist: 

F(a,ß,(/.-ß+l,-l) = 2-F(|-, "-^/+S «--P+l,l), 

uad wenn die Function F, rechts rom Gleichh^zeiohon y deren letztes 
Element t ist, nach der allgemeinen Formel 

F(a ß «y n = n(y~i)n ( r~a-ß-.i) 



durdi die Function n ausgedriickt wird^ so ist : 

Setzt man ferner in Formel (57.) {• 19. ^ = f , so wird: 

also wenn die Fuactioa F, deren letztes Element 1 ut, durch die Function 
R ai»ge<Krii6&t wird: 

Birne Summatibn gebt auoK nnmittelhar aus (73.) oder (74.) j. 20. her- 
TOfy wenn daselbst jrssO gesetzt wird. 

Setzt man endlich in Formel (66.) $. 19. ar'^iy so istr 

^(<^ 1 -Oi 7> i) = y-'F{^,Z±fli, 7, l),. 
mid daher 

f. 24. 

Auiser diesen drei STummationen der Reih« F(a,ß,y,x) für die 

W«rthe x = —i wxd x=ly wobei noch zwei der puantitfiten a, ß, 7 

beliebig bleiben, gewShrMi die Formeln' des dritten Abschnittes keine an. 

deren denelben Art j indessen können diese noch Terallgemeinert werden. 
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Im allgemeinen hat nSmlich Gaiifs I. c. pag. 11 ron den drei Functio- 
nen F(a, ß, 7, x), F(a 4- A, ß +/*, 7 + 1»» ar) und F{a + A', 3 + ,i\ 7 + v\ ar), 
in ifrelcbeu h, fi, v, A'» /i't v* b«Keluge ganze, potitive oder negatire Zah- 
len bedeuten, gezeigt, dafa aus zweien derselben die dritte durch Reduc- 
tionsformeln hergeleitet werden kann. Setst mail nun in Gleichung (I.^ 
a-f-1 statt a, so ist: 

F(«+l,ß,^~ß + 2,--l) ^ j_^_^. 

Aus /(a,ß,a— + 1,— 1) und F(a + l,ß,a — ß+2, — 1) kann man 
aber nach dena angeführten Satze ^(tt| 0>^*-*ß+A — 1) iMtleiten» wo t 
irgend eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und deshalb läfst sich aueh 
diese allgemeinere Reihe durch die Function // summiren« JSben «o aus 

dem gefundenen Ausdrucke für ^"(«,0,' ^ ^ ^^)> wenn a-|-l statt a 
und ß+1 statt ß^esetzt wird, erhält man auch F(a+l,0+l,^5i^ 

und aus diesen beiden vermittelst der Reduetionsformelu f/a,.ß, ■ ^"^ ,|U 

Auf dieselbe Weise leitet man auch aus ^(ttil— a^7, |) die allgemeinere 
Reihe F{ci, k — a. 7, |) ab. Hieraus folgt : erstens<| die Reihe >"(a, ß, 7, — J ) 
iäfst sich durch die Function U summiren, wenn 7 — a+ß oder 7 — ß + a 
eiue ganze Zahl ist; zweitens, die Reihe ^(ot«ßv79 2) '^^^^ ^^^^ durch die 
Function // summiren, wenn 27 — a — ß oder a + ß eine ^anze Zahl ist 

fo 25a 

So wie die Formeln des dritten Abschnittes diese Summationen 
gegeben haben: eben so geben die Formeln des ^Fierten Abschnittes einige 
speciellere Summationen, bei welchen nur nodi eine der Quautitaten a, 
ß^ y beliebig bleibt. 

In Formel (19.) $. 21. gesetzt ors^^ giebt: 
in (20.) geieM ar=(^^)', giebt! 

in (23.) gesetzt jcsr |. giebt: 

18* 
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in (24.) gesetzt a?=:_p^^- , giebt: 

7. /> ^a, — -g— , — ^— , j-jqry^; - (2~V"i) »• F^ j, -^, — ^— . Ij ; 

in (31.) gesetzt x=i — |, giebt: 

« -/« 2— « 2«+5 A__9~f„/ff «+1 2«4-2 A 

in (32.) gesetzt ar=: — ^.^^|^^, giebt: 

»• «-V«, 3 ' 6 ' 4V2 / ^ '^\2' 6 '3 '/♦ 

M (25.) geietct »eo^|^, giebt: 

10. F(2«.»+i,«+i,^=|) = (4-2ir2)-»-F(|-,^i!±l,a + ,,l)-j 

in (26.) geselzt *=»^?=A::x» giebt: 

11. F(2«,«+J.2«+f,;;p^) «= (2-y2)-^F(|.25±i „4.J l). 

in (340 gesetzt x = —^, giebt: 

12. F(2«,^«+J,ir^) = 2-.F(f,?5^^..+i.l). 

Für die beiden Reihen, weldie hier reobts Tom Gleichbeitszeiohen vor« 
kommen: F(|.,f^,2f!i:2jJ ^^^ F(|..^tl,a + J,l), darf «m nur 

ÜHre AiudrScke duroh die Function JI setzen, nSmIioh : 

p(a^ ir+i 2tt+2 A _ ^^M"V~) 
V2' e •"T-*V-^(a-,)^(«-2j' 

/«^ 2« + l \ _ V^fl(«-^) 

^2. 4 '•+*'*) -^(^)«(2«-^» 



SO erIlUt man diese neun Reihen durch die Funotion JI smnmirh Man 
kann audi. die Reihen Unka yom GMehheitoaseioben in dieaen Formeln 
naoh Gidohnng (17.) $.9« umformen , und wird dadurch neun andere 
Summationen erhalten, bei welchen jedoch die letzten Blemente der suni« 
mirten Reihen dieaelben amd^ wie in (4») bis (120» Übrigens ist klar, dala 
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alle hier gefandenen Summationen uoh. eben so durch wiUkSrKche ganze 
Zahlen veraUgemeinern latieii^ wie die des vorigen Paragraphs^ oder, waa 
dasselbe ist: es lassen sich, da diese einmal gefunden sind^ auob alle die- 
jenigen Reihen sinnniiren, welche TermittebC der Reduetionsformeln.aus 
jenen abgeleitet werden können« 

Die Formeln des aweiten , dritten und vierten Abschnittes gewah« 
ren ebenfalls eine grobe Ansah! noch speciellerer Summationen fiir den 
Fall, dafs von den Q^^Btitflten a, ß, y keine mehr beliebig bleibt; von 
diesen mag es hinreichen, ein einaiges merkwiirdiges Beispiel au geben» 

Setat man in (45.) {« 19* ass|^ ß^=if so wird: 

setzt man ferner: 

SO erhält man folgende Rdhe von Gleichungen: 

U. 8. W« 

Wenn man nun IHr irgend einen Werth des x die Reihe F(f ^i^^px) 
Summiren kann, so wird man vermittelst dieser Gleichungen daraus auch 
die Summe derselben Reihe fiir die entsprechenden M^'erthe x\ x'\ x^'^f 
etc« ableiten können« Es ist nun aber for :r s= 1 

nnd die dem rrssl entaprechendeo Werthe von ;r', x^^ x''% etc. sind: 

^ ^' •'^ "^ vT+rr* ^ "^ vTfv7i+r2)' *'^' 

Für alle diese Werfhe des letzten Elementes läfstsich also die Reihe 
F(-J,^4-f-,x) Summiren. 

Die Function F{^f i<» if ^) hat, wie man aus den Gleichungen 
(13.) ersieht, die merkwürdige Eigenschaft, dais sich eine unendliche 
Reihe sdk^her Functionen bilden läfst, welche in bestimmten Verhältnissen 
zu einander stehen« Dies erinnert au die Eigenschaften der elliptischen 
Integrale, und es wird auch wirklich in dem folgenden Abschnitte gezeigt 
werden, dafii die Function ^Ci, j-,!»^} sich durch ein elliptisches inte- 
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gral der ersten Gattung ausdrScken läfst. Denkt man sieh dio Reihe der 
OlekfhuBgen bei (13.) bis io's uneodliohe fortgesetzt und alle diese Glei- 
ohuBgen mit eioapder multiplieirt , so erhalt man folgende Entwickehiug 
in ein Prodnct uaendh'ch yieler Factoren; 

welches, weil die GrSfsen x% jp'\.jx/'\ etc, sich rasch der Grenze na* 
kern, recht gut con?ergirt. 

Abschnitt Tl. 

Anwendungen der gefundenen Formeln anf Terftchiedene 
tranHcendente Fanctionen, welche in der allgemeinen 

Keilie FCoi^ß^y^x) enthalten «ind« 

§« 20« 

Als In der allgemeinen Aeihe Fia^ß^y^je) enthalten, koonen auch 
folgende drei Reihen betrachtet werden: 

1. * + Jör'+"y(y+l)1.2'*"y(y+l) (7+^)1. a!.B^""* 
2* ^+;^ + y(r4-l)1.2 + yfy+lMy+2) 1-2.3 +•••* 



' j yj 

y.l"^y(r+l)1.2T^y(y^l)(y^2) 1:2.3 

a.ß , a(« 4-1) /?</?+!) , . a(/«4.1)r«+5)/?(/9+I)(^+2) 



3. i + -irr+ IX -J^+ i.a.3 — -^''''^r+-- 

Ton diesen Reihen sind die beiden ersten immer eouFergent, die ddtte 
aber wird von einem bestimmten GUede .an allemal dirergenti und ist 
nur, wenn dem y sehr kleine Werthe gegeben werdea^i für eine gewisse 
Anasahl der ersten Glieder oonvergent; dieselbe gehört also zu der Ciasse 
der «emieottrergenten Reiben^ Die Reihe (1.) erhält man aus F(fi^ ß^ y^ x)y 

wenn ß = m, xt=i^ gesetzt^ niid tti unendlich grofe angenommen irtcd. 
Die Reibe (2.) entspringt aus /"Va, iß, y, ap) , indem a=KW, 0=:m\ x = 
■ / gesetzt wird, wo rn und m^ unendlich grofse Quantitäten bezeich- 
nen« Die Reihe (3.) endlich erhält man, indem y=/7i, x^r^my und 
m^s&oo genommen wird« Einige der gefundenen Umformungen der R^iha 
F(a, ß, y, x) lassall sipjb nun auch auf diese Reihen anwenden. 

Setzt man in J'ormel (17.) $.9« ß sc m, ^ =3 Ü, so wird 
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IVird nun msss 00 gesetzt, so ist bekaontlicÜ fl — —\ ^sfis also, wenn 
die Functionen F in Reihen entwickelt werden, hat man 



mV 



A IL «--^ I ^("^*>y' I «(«•fi)<«+2)y' . _ 

*rl\ ir-«h' ■ (y-«)(y--<H-^)r* (y-«)(y-«+iKy-«-t-2).y' , \ 
V* rT""*" j'.0'+i)i.2 "^ y(y+i)(y+2)i.2.3 r---;. 

eine Formel» durch welche jede Reihe (1.) in eine ander« Reihe dersel- 
ben Art verwandelt werden kann. 

Setzt man in Formel 01.) §. 19, as=m, ß=wi — 7-I-I, x^=^~ 

80 Ist 

Wird DiiD mzsaoo gesetzt, «o ist f 1 + — ^j =: e^-*^^^, und weoa die Fuac« 
lioneD T entwickelt werdItOy 

^Wv/,.. (y~i)4Sry (y-i)y-HH'y fy-i)fyH-|.My4-J)4VV> . \ 

• V'^ (2y-2)l ^(2y— lj.2y.t.2- <2y—I).27(2y+li 1.2.3 ^""J* 

Dureh diese Formel kann eine jede Reihe (2.) in eine Reihe (I.) Terwm- 
delt werden; wenn y n^ativ wird» ae ma& man demelben einEe ander« 
Form gehen» Man erhält, wenn y ss —z gesetzt wird, durch Trennung 
der realen und der im<^;inSren Theile : 



«« z* 



^' * y.l"*"y(y+I)l.2 y(y+l)(y+2j i.2.3 ' "•* "~ 

' ^ *^ '\ 2y(2y+l;2.3 ^2y(2yfl)(2H-2) 2y-|-3>2.3.<|,5 / 

und 

— «oC2/-«)^t (2y_l;2y.l.2 +(2y-l).2y(2y+l)f2;+2)L2.3.4 ••) 

-2/-*cosC2f--j^l yyf^y+tjka + 5y(2j-t'i)(2y+2X2y+352.3.4.4 ")* 

woraus man dureh Cbmination der zweiten- Reihe «rhfilt : 

,.i"T^y(r+i)i.2 y(y+iJ(y+2)l.2.3"+' 



cos 



(WTyV* (2y-l)2y. l .2 "T (Zy- l)2y^2y-i.l){2y+2) 1 2.3.4 ~" —;» 
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Aus dieser Formel (7.) folgt eine höchst mßrkwurdige Eigenschaft der Jo 
Ktemniera eiogeschiossenen Reihe ^ namlich dafs s!e verschwinden mub, 

sobald z einen der Werthe «-, —ig-f ^'^ | ■ \ , u. s# w# erh&lt| und 

swar fär jeden beliebigen Werth des » Witre dies ^toht der Falli so 
die stets convergirende Reibe 

7^^ r(r+i)i.i' 



• • • • 



für jeden beliebigeja Werth des 7 .unendlich werden , sobald z einep der 
Werthe Ja^-^f*» ««s. w, erhalt 

Setzt man in Formel (52.) i.W. a^K^m^ x b ü , so ist^ 
lind diese Gleichung, fSr m es: oo entwiokelt, |>ieb(£ 

Dieie Formel, welche eigentlioh mit {5.) identJBoh itt, sci^t, wie diejeoig« 
Reihe (l.)> in weldier y=B-2^ ist, dureh «in« Reihe, (2.)* eusgedrüokt 
werden Iladd. 

Die semiconvei^ente Reihe (3,), kanB, wie gezeigt werden soR, 
durch zw«i» immer convergirende Reihen (1.) aiMgedrüokt werden. Stet^ 



m 



man nämlich in Formel (27.) $.12. yt^m, jrs — -~, «o wird 
FSr m OS oo ist aber (cfr* Gaufs Abhandlttng pag. 27); 



ir(m^a^l) = ^> «od daher anoh j^(^_^^t) =:^ 1; 



wenn also m = M gesetzt wird, und die Functionen F entwickelt wer« 
den, so erhalt mant 
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d«n Fall, wo /3 oder .a eine ganze n«gatiye Zahl »f , beKtehen dlie in 
dieser Formet TorkoBimeodeB Reihen nur aus einer endliohen Anzahl von 
GÜcdom, und es läüit sieb dKon die Richtigkeit derselben leidit ander- 
W<'itig' beweisen. 

$. 27 
Die Reihe ^(a, ß, 7, x) VÜ9i «eh auf folgende Weise durph bestiaamte 
Int^rale ausdrücken«) 

10. F(a, ß, 7, X) = - ^> -, J — -t 

Entwidcelt man nümlich den Thail rechts vom CHeiohfaeitszeiohen naoh 
Potenzen von x, so erhält man im «Ugometoen für den CoefHcienten der 
Potenz 01^: 

, -_sL2 

1.2.... / i^-'(i~u)y^^Wu 

Es ist aber (man »ehe Gcaufs Abh. pag. 30) 
also 

Der Coefficient von ar* ist also 

«(« 4- 1) .',.,(« -I- * -V ) /j^ifi -L ij .... (|j-^ *— 1) 

welches ^enau der Coeffidont von sc^ in der Reihe JP(a5 ß y^or) M i M 
dar« der zweite Theil der Gleichung (1&) nach Potenzen von x entwickelt 
wirklich F{ayß,y^af) giebt^ und diese Gleiehang deshalb richtig tat. Schreibt 
man anstatt des unbestimmten Integrales im Nenuer aeiaen Ausdruck 
durch die Function /Z, so ist: 

Crriks Journal d. M. Bd. XY. Hft. 2. 19 
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Diese befttimmfen Integrale haben aber^ wie man siebte nur dann end<« 
liohe Werthpi wenn ß und y-^ß positiv siitd; in jedem anderen Falle 
werden sie unendlich groCs* 

Man kann nun auch die Reihen (!•) nnd (2.) des vorigen Para- 
grapb's durch bestimmte Integrale ausdrücken. Setzt man nSmlich in(U.) 

a =: m, xzsL^L und m s= oo^ so erhSit man: 



Wird mm 7ss2ß gesetst^ ao ist: 

und| wenn diese Reih« nach der Formel (8.) umgrformt wird: 

und| wenn ^ = 4/*^^ ßs&sy-*-^ gesetzt wird: 

Wenn x negativ es—- 1;, «o tnOssen die unmöglichen Exponentialgrdlseii 
in Kreisfunctionen verwandelt werden^ woraus hervorgeht: 

Dieses Integral besteht, wie man leicht sieht, aus zwei ganz gleichen Thei* 
len, von denen der eine von u =0 bis ussj;^ der andere von ii=: £ bn 
umii geht, fis ist daher 

und, weuu 1 — 2iiss t; gesetzt wird, 

Dieses Resultat stimmt vollkommen mit dem liberetn, welches ich euf eine 
andere Weise in diesem Journal Bd. 12f pagv 145 hergeleitet habe, um 
das voilstand^e integral der Riocatischen GleiohuDg durah bestimmte In*- 
tegrale auszudrucken« 



$. 28, 
Zwei besonders merkn/r&rdige Fälle der allgfsmeinen Reihe F(a, ß,/, x) 
sind die Pfille ys ß-f 1 und ß=U Setzt man 10(10.) oder (110 h 27. 
7 = ß+l> BO erhalt man 

F(a,ß,ß+l,Är) = ^f'uP-\i-^xuY^dä, 

und daher, wenn iiss — gesetcti und'-aodaim das Zeichen t; in jr ver- 
wandelt wirdi 

1«. F(a,ß,ß+1,«9 = 0a:-'^V-^(l— Ä)r'rf;r. 

Formt man diese Reihe F nach Formel (17.) $• 9« uro^ und aetct alsdann 
ß-*-(&-f 1 statt (t und y— 1 atatl ß, so erhält man 

17. Jr(cj, 1, 7, ar) « (y-l)ir*-^(l-.ar)*^^y[[V-«(l— ar)--rrf*. 

Pia beiden Seihen ^(a, ß, ß +1> ^) und JF(ay 1> 7^ ^) lasaea sieh also durch 
anbestimmte Integrale ausdrfiokent Durdi Reductionsformeln kann man 
aber aus diesen Reihen die beiden ailgemefaieren F(tiy ßy ß + t, x) und 
^(jh K Y» ^) ableiten , in welchen k eine beliebige gause Zahl bedeutet^ 
se dals man also eine Jede Reihe F^ in welcher eines der beiden ersten 
Elemente eine pnze Zahl ist^ oder in welcher das dritte Element von ei- 
nem der beiden ersten um eine ganee 2!alil unterschieden ist^ durch un« 
bestimmte Integrale ausdrücken kann« Von der andern Seite kann man 
nun auch jedes Integral von der Form 

durcdi die Function 1" ausdrucken« Setst man nümlich in (16^) xrssi:^ 
)J«-jj-, e«— y^.ao wird 

und daher 

*^- /'*'"'<^^*'>'/* =* i^(-V> J » ^+«' i«")- 
Für 4!e Fanotionen F(9, i, y, k) und F(a, ßfß-{'l,x) verdnÜMdien ajcji 
•ueh die Formeln des f. 11* sehr, indon «llenuil «tm der denn ▼«rkom» 
ntMiden drei Fonetioaen F nch a^ebraiaeh «(udciokai ISist. 
In (21.) i. II. geMtxt ß:=l, giebü 

20. ^(a,l,y,*) 

18» 
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In (22.) J.11. gcKttt y=/J+l, gieBt 

21. F(a,;3,j3+l,a:) 

In (24.) f. 11 gesetzt y «= ß+1. giebt 

22. F(a,ß,ö + l,x) 

In (25.) f il. gesetzt ß = i. giebt: 

23. JP(a, I, V, :e) 

J?(y— «— ») ^ '' ^ ^ ^(a— l)(l-*) V *"**»'^ *'l-jc/' 

Diese Oleiohungen können mit Hälfe der beiden Formelo (17.) und (18.) 
des f. 9. auf Ferscbiedeae Weise uing<^ornit werden. Man kann auch 
«tatt der Functionen F ihre Ausdrücke durch bestimmte Integrale nehmen, 
und hat dadurch die Grundgleichuugen fiir die Transoendenten, welche in 

der Form/*z'-'(l±t''ydg enthalten sind. 

§. 29. 

Setzt mau in der Formel (II,) §, 27., io welcher die Reihe ^a, ß, y, x) 
durch ein bestimmtes Integral ausgedruckt ist, a = i.. p = |, 7= I, je^s=5 
c , so erhält man daraiu : 

und wenn asssin^* genommen wird: 

n 

Dieses Integral ist aber das gauze elliptische lategnl der ersten Gattung^ 
Mrelohes nach Legendre durch 



n 



bezeichnet wird. Man hat daher : 

24. ■|y(<:) = F(|,i,J,tf«). 



Setzt man ferner in Formel (11.) |. 27. a = — i, ßs=i, 7=1» « = c*, 
so erhält man 
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und wenn u ss sin ^ geiioniilieti wird* 

jr 

Dies ist das ganze elliptische Intiigral der eweiten Gattungi nach Le« 
gejQdre besseiohoet durch 



n 



Mao hat daher: 

25. |.EHi;) = F(~i,i,l,c'). 

Die ganzen elliptischen Integrale der ersten und zweiten Gattung (und 
Folglich auch die der dritten Gattung) lassen sich also diirch die Reihe F 
ausdrücken. Aus den beiden Formeln (24.) und (25.) können nun durch 
Verwandlung der Reiben ^(i>i>l,^^) und F( — ^,^,1,^*) eine grobe 
Anzahl anderer hergeleitet werden^ von welchen wir einige der merk* 
würdigsten hier zusammenstellen wollen, wobeie wie es bei JLegendre 
gebräuchlich ist. &^s=l-i^c^ gesetzt werden mag: 

27. |-F'(c)=:F(;i,i^l,46V), 

28. -~F'(c)==(l-2OF(|,|,46»0, 

29. 4F(.)-rpi^(i,i,l,^J, 

32. ^V^c) = py^*L^,ir(x, t,^, (l-2(^)«) 

Die Gleichung (2i.) !tt durch Verwaadlung der Reihe F(i,\fUc') ab- 
geleitet au« (5o;) f. 19.; die drei folgenden, (27.), (28.) und (29.), welehe 
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nur in den Grensen c^ s= bis ^^ es | g^ten | sind abgeleitet ms (57.) 
und (63.) des §, 19« und (34.) f. 21.; eben so (90^ «us (52.) §« 19.; die 
6leicbuDg(3LX welche nur von ^saO bii c^^'^^^X gültig ist, aus (25.) 
$r2L Bndiioh die beiden Gleiefaungen (32.) und (33) sind aus Formel 
(72.) %• 20. abgeleitet und stimmea vollkommen mit denen tiberetn, weiebe 
Jacobi» Fundamenta naua etc. pag« 07 und 66, aufgestellt bat. 

Als einige von den mannigfiiUigen Ausdräcken der Function E^(c), 
trelohe aus Gleichung (25.) durch Terwandluug der Reibe ^(^i^i^if^^ 
gefunden werden ^ wollen wir folgende aufttellen: 

34. •|BHc) = A'F(|.i,I,0, 

35. |E'(0»A-y(-i,l,l,V')' 

36. |r(c) = ^(i-.^)f(-5,x,i,_^.), 

39. |.E»(c)«>riF(-M,l,:=:i^). 

Dies« sind der Reihe nach aus (17.) und (18.) §, 9, und (52.), (54.), (43.) 
und (48.) d« §. 19: abgddtet. 

Umgekehrt kaon man nun auch diese hier irorkoQimendeii Reihen 
F durch die ganzen einptisehen Integrale ausdrioken, welohes hSufiger in 
Anwendung kommen wkd, da die elKptiMbem Integrale, lur weldie über* 
dies ToHstSndige Tafeln berechnet sind^ als bekanntere Functionen gelten 
m&Bsen, ab die Reihe F(ß, ß, y, t). Wenn nian alle mSgliohen durch die 
Formeln des zweileo, dritten und Werten Abschnittes zu i>ewirkenden 
Umformungen der Reihe F(f,|,l,j9) berncksiebtigt, so wM man fol- 
gende bypergeometriBche Reihen F duroh ganze elliptische Integrale aus^ 
drSdcen ikönnen : 

>(i,f»l,*),/($»^l.a:), F(i,i,l,*), F(J,^1.*), F(|.|,l,x), 

^>(i»-i.i.*). nhhh"^» i^(*.i.4.*), nhhh»')f nhhhx), 
\m>i»i>^i nM.i.*), ^(i.i.i.*), ^(i.i.i.*), ^a,M,*), 
'''G.i.j,*), ^(f.;,^*), ^'d.^.i,«), F{i,i,i,x%F{i,i,i,x), 
Am^h m,i>h*i nhhh'')^ ni,hi.^\ nhhi.x), 



a. Kummer, über iiw hypergepmeirheht Unhe l+^jr+^^^^Jjyi^y + •••. 147 

Et 8oU nun überdies geaelgt wtfdM^ dafii wenn in diasen Reiben die drei 
ersiea Elemente um beliehige giinxe Zahlen Termehrt oder Termindert 
werden 9 nuoh die 30 entetandenen Adhen sich dqrob die eUi^tiscben In« 
tegrale der ersten und nwetten Gattung aoidrficken lassen.; oder im aDge-- 
mcftiea> wem i^(^fß>y»a^) sich durth ganze elliptische Integrale aus*- 
drüeken ISlst» dais dasselbe auch von i^(a+'^ (3 4*^1 V+V» ^) g>lN ^^ 
K H$ V beliebige ganze poaitiTe oder negetire Zahlen bedeuten. Um £es 
au neigen eetae ich 

wo P ein Ausdruck ist> der die elliptischen Integrale F^ und £' euthäU. 
Durch Differentiation folgt bieraua 

Da nun die Differensialqootienten der ganaen elliptischen Integrale wie-» 
der auf dieselben Functtonan ¥' und E^ nurttckf uhren 9 so folgt^ dafa -r^ 
ond daher euch ^(a+l^ß^'^^T'f*!»^) dur(3i diese elliptischen Integrale 
sich ausdrücken lassen mtissen« Aus F((i^ 0, 7, ar) und F(a^ij ß^*! > 74*^? ^) 
kann man aberF(a-f X^ß-f ft^Y+^^r) durch Reductionsformeln herleiteni 
so da(s auch diese allgemeinere Reihe steh dorcb elUptisehe Integrale aus« 
drucken lassen mob« Jede eiüaeloe der bei (40.) angegebenen Reiheni 
welche sich durah die elliptisohen Integrale ausdrucken lassen^ wird daher 
eine unendliche Anzahl anderer nach sidi ziehen^ welche dieselbe Eigen« 
Schaft babeai 

Die bei (40.) zusammengestellten Reihen^ nebst denen^ welche sich 
auf die so eben angegebene Weise aus dens€$lben ableiten lassen, erschöpfen 
aber noch nicht alle Falle, in welchen die Reihe F(aj ß, 7, s) durdi ganze 
elliptische Integrale ausgedrückt werden kann* Man nehme z^B« das Integral 

41. y^r^--J^ , 

welches liOgeodre ( Tratte des fonetiont ellfptifu«s, Tom.J. pageiSQ 
*t 181 ) durch ein gaajM« elliplMohes Integral der ersten Gattung ansge* 
drückt hat Dasselbe verwandelt sieh, wenn ittmüu<p^ gesetst wird, in 

y = |//|-»(1— B)-»(l--e»»)-frf», 
und et ist daher, nach F<Hrmd (11.) #.27.» 

42. jr« jF(|,i,l,0. 
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Es mttfe sich «tahw auth iK^ Reihe J^C^^^jI^ä*) nebst allett Ihren Um- 
formungen durch ganee elliptmohe Tolegrale auadracken tasseoi» akot 

43 jj^a i^^'^)y m-.i^h^i m^hi^^)j j^ihhh^). ^xitf>t,a?), 

{FV,*hh^\ i^(^A^hT). ^(M.K^;. m^hU^), 
biMl foigUob audf^ alle diefeitSgen Rethon i«^; >yelche aus dielten entstehen^ 
indem die drei ersten Elemente am fceh*ebjge ganxe Zahlen vermehrt, 
oder verroinden werden« Es folgt ferner bieratis, dafs auch die RjRihe 
-^(Tfijli*) ^Jo® Umformung der Reihe ^(^^^^iyx) sein mufii. Diese 
Umformung aber ist in vlen Ponnehi des zweiten y dritten und vierten 
Atischnittes nicht enthalten, ynil vfit daseibat nur diejenigen Ihnformnn* 
gen gesucht haben, bei vrelqhen wenigjrtens eme der Quantitäten ol; ß, y 
beliebig bleibt« 

$. aa 

h's hat im attgemeinan die h/eihc F(ci,^ß^y^^) welche wir in die« 
Mr Abhandlung untersuchen, eine wiTerkeunhare Analogie mit den eUin- 
tischen Transc«>TKlentf>n , und viele dar gefundenen Formeln für die Reihe 
F^ geben wichtige Resultate für die Theorie der alliplisohan Functionen« 

Satst man in Formel (51.) $. 19. a=s;i, ß^»,}f x^:^c\ %o ist: 

daher li^t man, wenn diese beulen Reihen durch eAiptische Funetiouen 
ausgedrückt werden, 

welches eine bekannte Efgensebaft dar ganzen, elliptischen Cntegrate der 
ersten Gattung ist. Eben s^, wenn in Formel (43.) (« 19« gesetal wird 
a=-i ß^^iy x:=aQ\^ erhält man:. 

Setzt man in Formal (13;) $. 21. a^ss^^ J7 — c\ so erhält inan daraus: 
welche Gletafcnng in dieser Fqrm «war* neu erschaiiit, aber unter der Form 

l" + c M+ / 1+6-^ Vf+6^ 

welche man aus (46.) erhält, indem statt e gesetzt wird 7—, sogleich 
als dn bekanntes Resultat erkannt wird« 
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Setzt man in äw Formel (34.) $• 13« 0( = i» ß^=^ i$ 7==^ ^^ x^=^c\ 
so erhalt man daraus uumittelbar jeoe merkwürdige Gleichung^ welche 
von Legendre^ Abel und Jaoobi auf sehr vers^bjedeue Artf^n berge-* 
leUet und bewiesen worden ist| namliob.« 

47. r (c) W (Ä) + F* (b) E' (c) - F' (4) F' (c) = |- 

Betraobtet man ferner jnne Differenzlalgleichung der dritten Ordnung (4.) 
{•4*y welche die Bestimmung des « enthalt , damit ^^X^^ßVv^^) ^i^id 
F(^yß,7, x) einer und derselben linearen Differenzialgleicbung der zwei"» 
ten Ordnung (1.) §• 4» als particuläre Integrale genügen, und setzt man 
in derselben'a = a' = f, 3=j3'=i, ^:;ss7'äsJ, x=:I^^ z=ih\ so 
erhält man daraus: 

Dies ist die von Jacobi (Fund, nova etc. pag. 77) gefunden e Diflfereil« 
zialgleicbungi weloher alle Nodulargleichungen als algebraische particulffre 
Integrale genügen« 

Werden endlich dieselben Werthe dw Quantitäten d^ ß, y, a\ ß\ 
7', X und z in der Gleichung für den MultipUoator (3«) $• 4. substituirt, 
so erhalt man für den Multiplioator der umgeformten elliptischen Integrale f 

weldies genan mit dem von Jaoobi (Fund, nova etc. pa^. 75.) gefim* 
denen Ausdrucke fibereinstinmit« 

Es lassen sScfa auch 9m unbestimmten düptischen Integrale der er« 
sten und zweiten Gattung für viele bestimmten Werthe des Modulus durch 
die Reihe F ausdrücken ; uingekehrt lä&t sich daher auch die Reihe F in 
vielen Fallen durch bestimmte elliptische Integrale ausdrucken^ Dies soll 
ii| dem gegenwärtigen Paragraphen gezeigt werden. 

Wir wollen zu diesem Zwecke folgendes unheslimnite Integrel 
betrachten; 

welches zugleich mit x verschwinden solL Dasselbe ISfst sich nach For<» 
tnel (19.) §.28* durch die Reibe F wie folgt Ausdrucken; 

zz=.4x^F(\,\,^,x), 



sfitat mao aber in diaMm Int^rale dP« r~^^^^ j , so .erliSIt man dan 
lungabrmiB lotegral: 

Wardan diata baidan Auadrueka daa z einander ^aioh geietst^ und wird 
für X aaitt Werth tubatilairtt so ist : 

Ani dieser Formel kSnnen durch Umformuttj; der Reihe F roehrrre an« 
dem abgeleitet werden* Setzt man z. B« in Formel (45.) {.19. etcf=|, 

ßsi und ar=:(i^^)*, » geht dieselbe aber in: 

ita* in (51.) sobititiiirf, giebt: 

52. F(v-.S(p) a 2t«Bgi<pF(i,{,|,~(tMgi<p)^). 

Setzt man ferner in Formel (43.) $. 19. asi, 0»^» x=sl— eM9^ 
M wird 

?■(},},}, t-«»r) = i:p|^F(i.i.l.(}f^)'). 

und diesi in (51.) substitnirt, giebt: 

53. F(/i,^) = |/(ii:ip?l)F(i,|,4, l-co»^*). 

Terwandelt man die la dieser Formel enthaltone Reihe f weiter nach 
Formel (21.) f. 28., so wird 

FC/-4, <p) « ^^i^)^^ -1^2.00»^ V^(t--«oa^«) F,(|. i, |, oo.<p«), 
und wenn diese fteiba endlich nach Formel (17.) $»9» verwandelt wird t 
54. F(/;,(p) = ^i^^g^^-/2«o.^r(i,M,oo8(r). 

Diese Formel giebt, wenn ^ es— geaetci wirdf 

Auoh das elliptisohe Integral der cweiten Gattung, dessen Modul / ( 
ktf kann durah die Raiha J^ auagedrücfct werden« Sstat aoan namlicli in 

eoa^as 1— jTi so arhgit man 
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und weoQ dtesa beiden Integrale durch die Reth« F «ufgedrü^kt werden 
6S. E(/-i,^)«^(Fa,i,J,,)4.F(x,^, },,;), 

Es soll ferner folgendes Integral betraelitet werden; 

weldies, durch die Reihe F nuigedraofct, ^ßhU 

Uni dasselbe durch eliiptiscfae Integrale ausiMdröcken, nehme man . 

und Mßite Korze halber — j — es c', so /indet man das umgeformte Integral 

Dieser Ausdruck des y, mit den anderen verbunden , giebi 

woc'=^^ und ar^ . . ^f^ , 

Geht man eben so von dem Integrale 

aas, so ist wnSdist 
seist auM aber 

SO verwandelt aidi dieses Integral in: 

man hat daher« 

Dies sind die einfaduten AuadrSdEe der Functionen W(f, P) and V(i,P), 
aus welchen durch Verwandlungen der Reihe F Imcbt eine erofie Anzahl 
ShnKcher abgeleitet werden kSnnen. Es lassoi sieh I3r dBese Werthe der 

20» 
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Moduln c und b muh die eU^ttsdiea Integrale der s weiten Gattung durch 
die Reihe F ausdriickeD; da jedooh diese Ausdriioke minder einfiich ftiod^ 
eo sollen »ie hier Sbergangen werden« 

Es sollen nun noch fSr zwei andere Wertibe des Moduls die ellip- 
tischen Integrale der ersten Gattung durch die Reihe F ausgedrSckt wer- 
den« Nimmt man nümlich das Integral: 

59. u »y^jj^__i— -^^ 

und setzt in demselben zaBm.sintp, wo m^s=4— -2/'2| und kss^2^i^ 
MO wird 

Um damelbe Integral durch die Reihe F aaszudracken, setze man z =s 7X~* * 
so mrird 

und daher nadi Formel (19.) $, d8.: 
Aus den beiden AusdrSeken des u folgt: 

. _ 2a? a j v. i 1 — V"(l— m'sino)«) 

WO m.sm(p = jqppr, und daher s =--p^^^_^-S_, 

m*=34--2|r2, * = /-2— 1. 
Auf gtdohe Weise findet man einen ähnlichen Ausdrudi des elliptischen 
Integräb V(h,(p), dessen Modul A = /'(2/'2~2) ist, aus dem Integrale 

y^ dz 

Setzt man nSmlich x es m tang >//, wo ir^s=4— 2/'2,. und X*as2^3~.2, 
so wird 

setzt man aber z ss ^^^^ ^ so wird 



also 
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und aui den beiden AusdrScken des v MgU 

WO mtang^srrj:::^ aadd.her «» = ^^.j_-|^ und 

m»=:4— 2^2, \^r=2^"2— 2. 
Werden die Formeln (80.) und (62.) addirt und subtrahirt, so erbalt 
man umgekehrt für die Ausdrücke der beiden Reihen y(ititri''~^) 
(lod F(l)l-) Ti — ^) durch dliptisch« Integrale; 

63. xF({,|,f,-*») » ^(F(A,^) + F(*,(p)), 

64. ar^F(i,|,V,-x«) = ^ (F (A, ^/.) - F (i:, <P)). 

M'ir haben hier die unbestimmten elliptischen Integrale der ersten 
Gattung für die Werthe der Moduln y^f , ]/(^—^) und /•2-.1 durch 

die Reihe F ausgedruckt; hieraus folgt unmittelbar, dafs aioh noch eine 
unendliche Anzahl anderer elliptischer Integrale ebenfalls durch die Reihe 
F ausdrucken lalst, nämlich alle diejenigen, deren Moduln als umgeformt 
aus diesen drei Moduln betrachtet vferden können, zu welchen unter an«. 

dern auch die Moduln y \^'^^^ ) und |r(2/2— 2) gehören} die obigen 
drei Moduln aber sind ganz unabhängig von einander, oder können nicht 
in einander umgeformt werden* Von der andern Seite sind die hier vor- 
kommenden Reihen F durch elUptische unbestimmte Integrale ausgedrückt, 
woraus folgt, dafs auch alle Umformungen dieser Reihea F sich durch 
unbestimmte elliptische Integrale ausdrücken lassen« FBr andere Werthe 
des Moduls, welche von den genannten dreien unabhfingig sind, ist es mir 
nicht gelungen, die elliptischen unbestimmten Integrale durch die Reihe F 
auszudrücken, man mülste denn die beiden fiuisersten Werthe des Moduls 
und 1 nehmen, welche aber nur Kreisbogen und Logarithmen geben* 
Übrigens sind grade diese drei Moduln in vielen Beziehungen besonders 
merkwürdig und haben unter andern die Eigenschaft mit einander gemein^ 
dafii sie sich in ihre Complementair- Moduln umformen lassen. 

Eine nur einigermaCsen vollständige Sammlung solcher Reihen F 
au geben, welche sich durch unbestimmte elliptische Integrale summiren 
lassen, wurde zu weitläuftig sein« Man kann in dieser Hinsicht bemerken, 
dab nur solche Reiben F diese Eigenschaft haben können, welche sich 



/ 



überhaupt durch unbestimmte Intfigrele eusdräeken iMtetty ud4 dies kt^ 
wie wir oben {•28« gesehen babeni bei denjenigen der Fall^ in welchen 
entweder einet der beiden ersten Demente a oder ß eine ganze Zahl 
ist, oder in welchen das dritte Element y um eine ganze Zahl gröber 
htf als onea der beiden ersten* Die Integrale^ durch welche solche Rei« 
hen ausgedrSfikt werden» sind immer ron der Forms 

nachdem man also eine Reihe F^ welche man durch elliptische Integrale 
aummiren wiU| nunfiehst durch Integrale Ton dieser Form ausgedrSckt 
hat, mufs man untersuchen5 ob diese sich entweder durfh die zahlreichen, 
vonljegendre gegebenen Substitutionen, oder durch andere, in elliptiBche 
Integrale verwandeln lassen. Endlich kann noch geseigt werden, dals, 
wenn die Reihe F(a,6, r, or) sich durch elliptisAe unbestimmte Integrale 
aummiren labt, dasselbe auch bei der Reihe /^(e +^>^ "Hm» ^4-^> ^) '^ 
Fall sein wird, wenn K, fi, Vp beliebige ganze Zahlen bedeuten» Aus 
F(c(, ^f Cf ^) kann man nfimlich F(a -f- 1^ i -)- 1, c -f 1» ^) durch Differenzia« 
tion herleiten, und aus diesen beiden Reiben sodann F(e-)-X^ b-jrfi, c-{-v, x) 
durch Reductionsfiormeitt* 

Zu den Transcendenten^ welche in dar allgemeinen Reihe F(a, 0, y, x 
enthalten sind, geboren auch die CoelBcienten der Bntwickeiung 
•S. (1 + c'— 2flcos^)-*=;Fo + 2PjOOs^ + 2P,co82<p-f2P,ccs3^+..-. 

Diese Coeffidenten aind schon sehr oft untersucht worden, und Le« 
gendre hat denselben die erste Abtheilung seines Jppendice au traiU des 
fonctions ellipti^ueSf Tom. II. »ag^ 63 L etc. gewidmet. Wir werden hier 
dieselben Bezeichnungen, welche Legendre gebraucht^ beibehalten^ und 
mit HKIfe der ftSr die Reüia F(a,0,y,^) gefundenen Formelo die Theorie 
dieser Transcendenten «i Tervollsttfndigen suchen« Wenn der allgemeine 
Coefficient der Batwickelung (65.) als Function seines Steiienzeigers X 
und des Exponenten ^^ durch P(^ n) bezeichnet wird» und Kürze halber 
gesetzt wird: 

so tft: 

Indem man die Reihe F{n + ^i ''^ ^ + If O ^*^ch den im zweiten und 



8. Kammer, ubtr die hrperfmmeeriseheBeiht * f r^^ f '^t^y^^'^ r' -f-^^- 155 

dritten Abscboitte gefandeiien Foraielii verwandelt^ findet man dte bii 
Jetzt bekannten merkwürdigen Eigensobaftea di^er CoefBcienten^ eben 80, 
wie die allgemeinen RedifetioM6>rmeln der Reihe ^((bl, ßf^fX) alle Re« 
daocionsformeln dieser CoeCficieiiten gewähren. Wir weUen ona nioht 
damit aufhalten^ schon bekannte Eigenaobaften au entwickeln, aondero 
nur einige noch nicht bekannte Resultate aus dem Obigen herleiten« Alle 
Reihen^ durch welche der Coefficient P(Ay/?) bis jetzt entwickelt worden 
ist, haben den Mangel, dafs sie, wenn die Quantität a der Einheit sehr 
nahe kommt, sehr langsam conrerjgireny und Legndre a« a» O« pag.570 
aehlSgt deshalb vor, in diesem Falle ^ W^the derselben ana den Aus- 
drSeken durch bestimmte Integrale nach der Methode der Quadraturen 
au berechnen» Dieser Übelsfand kann auf folgende Weise gehoben wer-« 
den. Setzt man in formal (23,) f. 11« «sn^-A, ßtamn, ysaeX+l^ 
apssa^f so erhalt man: 

Multipiieirt fnao diese Gleiohong mit Ae^, so erfa&lt maus 

Dfeser Aosdruck des Goefficienten V(\n) dui-ob zwei Reihen, weleho 
nach Potenzen ron 1 — a^ geordnet sind, ist grade^ in dem Falle i wo a 
der Bioheit sehr nahe kommt, tm numerischen Berechnung aufserst Tor« 
theiibaft; aber derselbe kann auch noch in einen andern umgeformt wer«» 
deoy dessen Reihen bei weitem rascher oonTorgiren« Setzt man nämlich 
in Formel (43») f..l9« o^ssan-^^X, ß^=^n^ s^i—a\ so erhält man: 

und wenn in . derselben Formel (43.) geaetzt wird assl-^i>-^h| ßsss 
1~/^ rs^twa^i 

=.(«45)— /(.-,+.....+j.,-..(i^3>, 

diea In der Formel (07.) anbatitttirl, giebti 
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Die beiden Reihen dieser Formel sind aufserordentiich convergent, so« 
l>ald a nur einigeraiafsen der Einheit nahe komn\t« So z« B. für o =: /^ 

ist (r^i =öcT» >o dafs die beiden Reihen in diesem Falle nach Po« 

1 
tensen von xx^ fortschreiten« Die durch die Function 11 ausgedruckten 

Factoren findet man mit grofser Genauigkeit aus den Tafeln dieser Fune« 
tion, isvelche Gaufs und Legendre berechnet haben. Für die beiden 
Fälle : er^fens^ daH« n eine ganze Zahl ist, und zweitens , dafi« n von der 
Form ^+a 1^^ (f^>^ ^ ^^^^ ganze Zahl), sind die beiden Formeln (67.) 
und (68.) unbrauchbar, weil sie unendliche Quantitäten einschliefsen ; in 
dem ersten Falle sind jedoch die CoeiBcienten P(K,/2) nur algebraische 
Functionoo, und im zweiten Falle konneu sie durch elliptische Functionen 
ausgedrückt werden, wie Legendre a. a. 0. gezeigt hat. Es ist ferner 
leicht zu zeigen, dab es auiserdem noch zwei Fälle giebt, in welchen 
diese Coefiicienten alle durch die ganzen elh'ptischen Integrale der ersten 
und zweiten Gattung können ausgedrückt werden, nämlich : erstens, wenn 
n Ton der Form l^t^, und zweitens^ wenn n von der Form l + j ist, wo 
t eine ganze ZahK Es ist nämlich §# 29. bei (40.) bemerkt worden, dala 
uuter andern die beiden Reihen F(^^j^^i,x) und ^(It^f ^t^)$ und alle 
andern, weiche aus diesen entstehen, indem die drei ersten Elemente 
um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden^ sich dorch 
die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken lassen; woraus ipnmtttelbar 
folgt, daJs 

oder jeder Coefficieot der Ent Wickelung (65.) für n sa i + j^ sich durch 
die elliptischen Integrale ausdrücken lalst. Ferner ist §• 29. bei (43.) be- 
merkt worden, dafs unter andern die beiden Reihen F('^y^yi,x) und 
F(f,|,l9;r) uiid allio, welche aus diesen entstehen, indem die drei ersten 
Elemente um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, sich dundt 
die ganzen elliptischen Integrale ausdrnoken lassen ; w«>raus eben so folgt, dafs 

oder jeder CoefBoient der Ent Wickelung (65.) für nssik±^ sich durch 
die ganzen eUiptiscben Integrale ausdrücken 
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Über die Beihe JFQif ß, y, jc), in welcher das letzte Element 

X imaginär iat. 

$. 33. 

Die Untersuchung der Reihe F(a, ß, % af)^ welche wir bisher nur fSr 
reale Werthe der vier Elemente o, 3>*y und x angestellt haben, könnte 
von einem weit allgemeineren G^iohtspuncte aus geführt werden, wenn 
man auch imaginäre Werthe dieser vier Elemente zulielse« (Man ver- 
gleiche die Abhandlung Ton Abel ilber die Knomialreihei welche ein spe« 
eieller Fall der Jieifae F(a» ß) 7, jr) ist, in diesem Journale Bd« L pag..311») 
Im aUgemeinen aber würde eine Reihe , in w^her o^f P , y und x 
imaginär sind, nur durch höhere Transoendenten^ weldie von acht Ele- 
menten abhängig sein wiirden, real oder unter der Form iXf+/^ — t^ 
ausgedrückt werden können* Wir werden uns daher bjer nur darauf b^ 
schränken, die Reihe ^Xo^ß^y^x) für imaginSre Werthe des letzten JEIe^ 
mentes x zu betrachten« 

Nimmt man ar sss r^''^''^ ss r(cosi;+/*— 1 •iny)^ so zerfallt die 
Reihe F((if ß, y, x) in folgende zwei Reihen : 

Diese Reihen können auf eben so yiele Arten in andere Reihen von der«* 
selben Form verwandelt werden , wie die Reihe F^a, ß, 7, x) mit realem 
letzten Elemente ; denn jede der im zweiten, dritten und vierten Abschnitte 
gefundenen Formeln gewahrt eine Formel für die Verwandlung dieser 
nach Potenzen von r und Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens 
V fortschreitenden Reihen« Da es nur. mit geringen Schwierigkeiten ver- 
kn tipfit ist, die oben gefundenen Formeln für den gegenwärtigen Zweck 
einzurichten, so mag es hinreichen, dies an einigen der Hauptformeln zu 
zeigen* Damit aber diese Formeln eine einfachere Gestalt gewinnen, wird 
es nöthig sein, zunächst einige passende Bezeichnungen einzufahren. Die 
Reihen, welche hier vorkommen , sollen, wie dies häufig geschieht, durch 
ihre allgemeinen Glieder bezeichnet werden, welchen das Zeichen 2 vor- 
gesetzt wird; der Stellenzeiger des Gliedes soll stets durch k bezeichnet 
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werden; ferner soll der Ite Coef fioient der Eotmckelaiig von F(a,ß,yfX) 
durch CV (a^ ß, y) bezeichaet werden , so dab 

2. Q (a, ß, 7) r~irrT}^:ij:...{y'^k^i) • 

Auf diese Weise wird die Gleiobung (1.) folgeDdermafsen dargestellt werden: 
^(a,ß,Y,re«'^-*) ==. 2A(a,ß,y)r^cosXi; + v/^— 12C^(a,ß,7>r»»initi;. 
Es soll imn zunächst die Formel (17.) f. 9« fiir den gegenwärtigen 
Zweck eingerichtet werden. Setzt man in derselben xsszre"^'^^ so ist: 

Setzt man nun ferner 1 — r^"'*^""* = ge""'^*^~*^ oder 

^ =5 /*(! — 2 cosi/.r-|-r') und taxigia as r~ — —^ 

so bat man nach der angenommenen Art der Bezeichnung: 

2CÄ(a,ß,7)r*e*'«^'-^ = ^y-^^ 2 C^Cy— a,7— ß,7)r*.e^**^r-*^«')i^-«, 

And wenn die realen und die imaginären Theile getrennt werden: 

3. S Cf, (cL, ß, 7) r* cos * T^ = ^>^-^ 2 C;i (7— a, 7— ß, 7) r*. cos (*t^-(y-tt-'ß)M;), 

4. S C* (a, ß, 7) r* sin kv = f-^f 2 Ci (y — a,7--ß, y) r*. sin (*t;— (THJ^-ß)^;), 
Man kann diese beiden Formeln in eine einzige tusammenlSssseii« Multi- 
plieirt man niimlich die erste mit cos 9, die zweite mit sin 6 9 wo eine 
ganz beliebige Quantität ist, und stibtrahirt die Producte von einander^ so ist: 

5. 2Cji(a,/?,y)/'*cos(*t;-J-fl) 
s= ^y— ^2C;t(7 — a,y— ß,7)^*cos(*t; — (y— a— ß)a^ + Ö). 
Auf die8f>^lbe Weise kann man die Formel (18«) §. 9. behandeloj 
welche für x^nre''^^^ ist: 

F(a,ß,7,re''^-0 « (1 - r ^' »'-^p (a, 7 - ß, 7. j^^) • 



r »lav 



Setzt man, eben so wie oben, f = /"(l — 2 cos t;.r+r^) und tah^w^s^j^ , 

so wird ^ 

t^re^^"' = ^e— »^-' und -HLf^.,!!. = _ iL . e<^+-) /-i . 



daher kann diese Formel jetzt so dargestellt werden: 

S Q(a, ß, y)rV^^-' = ^ 2C*(a, 7 - ß, y). (:|^)^^*f^-+-H-)»^-t, 
unii nach Trennung der realen und imagiuSren Tbeile: 
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Multiplicirt man hier wieder die erste Formel mit oosd, die zweite mit 
tin9 und subtrahirt, so werden diese beiden in folgende Formel zusam- 

mengefii&t : 

8. SC4(a,ß,7)r*co«(*t; + fl) 

= f-SC4(«,7— ß,y)(^)"co»(*(i;+w;) + aM;+9). 

Die beiden allgemeinen Formeln (5.) und (8.) gewahren sehr zahlreiche 
Umformungen bekannter , nach Sinus und Cosinus der Vielfachen eines 
Bogens geordneter Reihen» und zwar vorzüglich fSr den Fäll r=sl, wel- 
eben wir daher besonders betrachten wollen« Für r = 1 wird 

^ SS ^(7 — 2coSf^)8=s 2sin-K'9 tang m; = cotang -j , 

und daher wsss — ^L^^g^^—^ wo h irgend eioe ganze Zahl bedeutet* 

Diese Warthe, in Formel (5.) subatituirt^ geben: 

0* 2 Cj, (a, ß, 7icos(itt; + fl = 

Es ist nun die ganze Zahl h zu bestimmeo, welche in dem zweiten Theile 
dieser Gleichung vorkommt. Diese Zahl kann in verschiedenen Grenzen 
des V andere und andere Werthe bekommen; aber sie kann nur dann 
ihren Werth andern^ wenn dadurch die Contiauität der Werthe der 

Reihe nicht unterbrochen wird; also nur dann^ wenn 2sin^=:0 oder 

t; =: Oy if =: 2'3ry i; = 4 V, 1/ =? 6ir, u. s. w. : innerhalb jeder der Grenzen 
des Vy von bis 2«^ 27r bis 47r^ 49r bis Gtt, u. s« w. mufs die ganze Zahl 
h einen und denselben Werth bebalten. Damit nun die Formeln etwas 
einfacher werden, wollen wir dieselben hier und in dem Folgenden stets 
nur fSr die ersten Intervallen des Bogens v betrachten, in welchen sie gql* 
tig sind, weil dieselben, indem v — hv statt v gesetzt wird^ leicht for alle 
übrigen Grenzen des v erweitert werden können. Um nun den Werth der 
Zahl h in den Grenzen v^^^O bis v==i2v zu bestimmen , werde t; = «ar 
gesetzt; dies giebt 

SC,(c^ß,y)(-^l)*cos9 = 2y--''SC,(y^c^y^ß,y)(-t)*cos(e-(y^-^^ 
welche Gleichung auch so dargestellt werden j^anp: 

setzt ms» ab» ia Formel (17.) §.9. xss — 1, so ist 

F{a, ß, 7, —1) = 2r—'f F(y-~a, 7 - ß. y. -1). 

21 * 
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• • • • 



Diese GleichiiBgy mit der vorhergehenden verglichen^ giebt: 

cosO 3=5 oo»(ö — (7 — a — ß)Ä'T); 
und damit diese Gleiohung für jeden beliebigen Werth von a^ ß and y 
Statt habe, mufs A = sein. Es ist also in den Grenzen t» = bis z; s=s 2 'ff, 
In Formel {9.), A =0; dieselbe ^nird daher 

10. 2 Ci (a,. ß, 7) cos (f: i; + fl) 

«(2sin|)^"''2C,(7-a,7-/3,7)cos(*i; + (7-«~ß)(-^^ 

in den Grenzen i; s= bis vssz'2it. 

Überdies ist wohl zu beachten^ dab in dieser Formel der Werth von 
7 — a — ß in den Grenzen — 1 und -{- 1 enthalten sein mufs^ damit beide 
darin vorkommende Reihen convergent seien. 

Ganz auf dieselbe Weise, vrie aus der Formel (5.) die Formel (10.) 
abgeleitet worden ist, findet man, indem in Formel (8.) rs:& 1 gesetzt wird: 

11. ZC\(a,/3,y)cos(*t^ + ^) 

in den Grenzen t^ == -5- bis 11 sä — . 

Die allgemeinen Gleichungen des §. 11., welche unter dreien Functio- 
nen F Statt haben, gewahren ebenfalls jede eine Verwandlung der Reihe 

Z Cii (a, ß, 7) r* cos (* i; + ö), in zwei andere Reihen derselben Gattung. So 
Z.B, wenn man die Formel (23.) $«11. auf dieselbe Weise behandelt, wie 
es mit den beiden Formeln (17.) und (18.) geschehen ist, fiudet mau: 

12. 2 Cj^(a, ß, 7)r*cos(*i; + 9) = ^.SC^Ca, ß, a+f3— y+l)e*cos(*^z; — 6) 

+ B,^y-«-/'2Q(7~a,y-ß,y-a— ß + l)f'cos((A-a— ßH.y)M;-.6), 
wo f und w dieselben Bedeutungen haben, wie in den übrigen Formeln 
dieses Abschnittes, und ^2 iiud B^ dieselben Constanten sind, wie in der 
Gleichung (23.) $.11. 

§. 34. 
Auf dieselbe Weise können auch alle Formeln des dritten und 
vierten Abschnittes so yerwandolt werden, dafs sie entsprechende Umfor- 
mungen der nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens und 
nach Potenzen zugleich geordneten Heihe 

S(7j^(a, ß,y)r*^ cos (*t; + a) 
gewahren. Unter diesen sind aber einigte beKonders merkwürdig, dureh 
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welche eine Reihe dieser Art in eiiie andere nur nach Potenzen geordnete, 
oder in eine Reihe F mit realem letzten Elemente vertrandelt wird« Diese 
wollen wir daher jetzt besonders betrachten« 

Zwei «ehr einfache Formeln dieser Art können aus den Gleidbun« 
gen (75:) und (76.) $. 20» hergeleitet werden. Setzt man namiicb x — 
— tangz;^, so erhält man unmittelbar: 

13. 2C,(«,ß/JÄl)y_)'^,„^,r(£.|4, _,„g^). 

Wir wollen auf die beiden Reihen links vom Gleichheitszeichen eine; in 
Formel (8.) des vorigen Paragraphs enthaltene Umformung anweodv^n. 

Setzt man nämlich in dieser Formel rc=,.r , wodurch ^=s ^— tarnt u) 

2casv' ^ 2cosv' ••'"S" 

== taug V wird, so erhält man 

15. 2t7,(a,ß,y)(^)%os(Äi;+9) 

» (2cosi;)-2C;t(a,7— ß,7)(— l)»cos((a-h2*)t^ + ö) 
in den Grenzen i/ = — -^ bis t;ss^^^ 

und wenn ö = 0, ys=^^il|Ü gesetzt wird : 

16. SC,(a,ß.^+i)(^-±-)*io.*t; 

■vreDD aber dssy und y=Bs2lh£±_ gesetzt wird: 

17. SC,(a.ß/-±|±l)(^-i^J^|„,, 

- (2co»t;)«2C,(a,?I=|ia,£±|±i)(_.i)»,i„(a^2*)./. 
Diese Werthe, in (13,) und (14.) sulutituirt, geben: 

18. SC,(a, ^+^?±|ia)(^,)»co,(a4-2-t)i/ 
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19. 2C,(a,'i=|±i.5^±|±i)(,^iy«J„(a+2i)v 

= rf.tangt/(2co»t;r''F(^.^il.l, -tangr'). 

Diese beiden Formeln erhalten eine noch einfachere Gestalt» wenn die 
beiden Reihen F nach Formel (18.) §.9. umgeformt worden, und ß io 
1 •— ß rer^andelt wird. Alsdann hat man 

. 20. 2Cv(a.?t^,?-4i^)(~t/coK6. + 2*)f 

= ^.sinf F^-i--,i^,y,smi;*j 

in den Grenzen v = — ^ bis vsb-{"^. 



S^TFie IQ diesen Formelii die beiden Reihen ^\^»'y*'2*^^^^/ ^^^ 
^\ — »^-^»"2 »'^o^/i welche nach Potenzen von sint;' geordnet sind, 
^^ Afere nach Cosinus und Sinus de? Vielfachen von v geordnete Reihen 
verwtdelt sind: so lafst sich auch die Reihe /^ (a, ß, ^L+^+i , rfn i;^) ver- 
vrandci^ und zwar auf folgende Weise. Man setze, K&rze halber, 

und multipwire die Formel (20.) mit m. cos ^ und (21.) mit m.sin^, 

so findet mabcunSohst, naoh einigen leichten Umformungeo der Function n, 

tj.cot—.f SS c und m.sin^.^ =s d, 

wo c und d d^elben oonstant^ Factoren bezeichnen, wie in (13.) und 
(14.). Durch Aoijtjon und Substraction der mit den angegebenen Quan- 
titSten multiplidrte. Gleichungen (20.) und (21.) erhält man daher 
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23. m.2C,(a,l±^.llr:|±H)(--l)*co«((a + 2*)r--^) 

~ *'^ V"2 » ir ' 2" • "" ^'V +''•*»" ^ ' V 2" ' 2 "' 2" ' •*" / » 

Aus Formel (74.) $.20. ersieht man aber, indem daselbst ^x'szsmv 
gesetzt wird, da£t der zweite Theil der Gleichung (23.) gleich 

F(a, ß,"i|±l, i+iill) i,t, „nd eben so aus Formel (73.) $.20., dafs 

der aweite Theil der Gleichung (24.) gleich F(a,^, ""^^+\^~^''"'' ) 
ist; Rubstituirt man daher diese Werthe, und rer wandelt Sberdiefs v io 
•X — 2v, so erhält man 

25. F(a,/?,2i:|±i.cost;*) 

=: w.2C»(a, ^.fLi:|±-^)oo8((2a+4i:)y-(a-jS)-j), 

26. F{a,ß,^±l,Biav-') 

= m.2C,(«,5L±^,?l^-|±i?)cos((2a+4lr)t;-(« + |3)^) 

in den Grenzen t; = bis vsrs—. 

Noch andere Verwandlangen der Reihe F [oLy |S, ^ ^ — ■ , sin v^j erhalt man 

au8 der Gleichung (56») $• 19. Dieselbe geht namlieh^ wenn x=:auif^ 
gesetzt wird^ über in: 

F(a,ß,^Äi. sint;') « «-^-.^(^ 4^. a + ß. 2 sin 2 «./?-'">'-'); 

wenn daher die realen und imagioären Theiie getrennt werden^ erhält 
mani nach der in diesem Abf^chnitte elugefdhrten Bezeichnung: 

27. F(a./3,^i±|±l,8int>') 

Ä sC,(a,^,a+j3)(2!.in2t;)»cos((2a+2*)i/~-^), 
28. =s S(7t(a.5^.a+/3)(28io2t;)*wn((2a+-2*)j/— ^) 

in den Grenzen t; = bis ^' = 72* 



*>ß^A ttta-k-\) ß{ßJt\) ^^^ 
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Dab die Reihe (28.)) welche auf&er v nodb zwei ganz beliriiige Elemente 
a und ß enthält, in den angegebenen Grenzen allemal t=0 wird, ist eiiie 
merkwürdige Erscheinung; es giebt jedoch viele nach Sinnig oder Gosiiiw 
der Vielfachen eines Bogen» geordnete Reihen, welche dieselbe Bigensduil 
haben. Man kann den Gleichungen (27.) und (28.) auch eine andere 
Form geben^ indem man nämlich erstere mit cos2az; letztere mit sinSai^ 
multipUcirt und dieselben sodann addirt. Alsdann ist; 

29. cos2«i;F(a, ß, ?±l±i , sin i/') 

= 2 Ck(a, 5^, Dt + /3) (2ain 2 t;)*cos*{2 v — J-) . 

Wenn man aber (27.) mit sin2o(y und (28.) mit «os2c(t; multipücirti 
und diese Gleichungen sodann subtrabirt, so ist: 

30. sin 2av F(a, ß, ^±|i^, sin v^) 

= 2C,(a,5L±^,a+/3)(2sin2£;)*sinl:(y~2i;). 

i. 35. 
Die allgemeine Reihe^ deren Umformungen wir in diesem Abschnitte 

gezeigt haben, nämlich 

2r,(a,/3,y)r^cos(*t;+fl:;, 

enthalt den gröfsten Theil aller nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen 
eines Bogens geordneter Reihen, welche man als Reihen -Ent Wickelungen 
bekannter Functionen aufzustellen pflegt» Diese Reihen -Entwickelungen, 
und zahlreiche Umformungen derselben, sind in den Formdn dieses Ab- 
schnittes enthalten, wie wir es jetct an einigen Beispielen zeigen wollen^ 

Setzt man in (8.) $.33. a=l, ß^i, y=2, 0sf/, so wird: 
2C,(l,l,2)r»co8(lr+l)i;==i.SCi(I,l,2)(=^)*oos(* + 

oder, wenn die Reihen entwickelt werden: 

,j| cosv I rro%2v , r^cosSy | 

Ol. """j" T 2 "** 3 +•••» 

. 1 /cos(v+u») rcot^2(v'{'w) | r*co83(t;'4"t<^) \ 

— J\ — IT " — ^72 ■*■ — f\3 ^ 

rsinv 



vro f = ^( i 1— 2 cos vr + r ) und tang w =» —T 



eosv ' 



1 I 

Die Somme der firsten Reihe ist bekanntlich — ^ /(t — 2 cos i'r+r') « /^ 

also ist 



Ftird^n ipecftHen Fall t^ss— ^ wedurch rastaogz/^, f ^^^ — ' ^^' °^^^* 

o^ f sinwiiiiiir i (fSt^^Y^t2u^ i (simcA^stitSia 

95« l^WW r=a — j — — -^ • — =r «J* x— —-*—••».« • 

Setzt man ferner in (32») r «9 2 cos c^, wodurch ^ = 1» ?^» ss -^ 2t;^ so wird ? 
a4« u as 1 — -ft r ^ ■■ ^ — — -^ — .t.. 

Wird in dcrFormd (1005*33/ 7»«, ß»— /i^ t;s=79r--*2j0 und flas/j« 
gesetzt^ to giebt dieselbe: 

2(7,(<^,^Ä,a)(— t)*aai(/i~2^);ir «ä (2co«Jr)^, 
oder» entwiofcehY 

35^ «»/2«+y oos(ä— 2)jp + -~^oo»(^~4).ir + .-.. «^ (2oo«»)* 

in den Chremsen op a» — — bb o? b -f* -^ * 
welches die bdcenote^ stieret toh fiuler gefundene Entwickelung der Po- 
tenz des CosintM ist» 

Setzt man ferner in Formet (IL) $» 33» ß ss 0» a a /i^ t; ss ^ — 2 jf 
und 9s=sO; so erhält man: 

1 » (2«w*)-"SC;,(;i,7,7)(j^yco8(/i-*)dr, 

und^ wenn mit (Scosjr)' mulrfplibirt und die Reihe entwickelt wird^ 
36. (2eo8xr — €os/iir+y — __^ + _^-..__^ 

in den Grenzen ^=ss — -^ bis jpss:-f*-T» 

Eine Entwickelung der Potenz des CosiBtts in eine Reibe von dieser Form 
iftt^ wie ich glaube» noch nicht rersucht worden« Obglaidi dieselbe nur in 
den angegebenen Grenzen gültig ist» sa bat sie doch den Vortheil» dalii 
sie für alle negativen und positiven Werthe des Exponenten /i anwendbar 
ist» während von den bekannten Ent Wickelungen keine in den Grenzen 
nis:i'—\ his^.^ — oo oonvergent ist« 

Eine andere Entwickelung der Potenz des Cosinus geht aus Formel 
(20.) hervor, w^nn a.sse 1, ßs» — /i» vtsx gesetzt wird, nSmlicb: 

37, i^^T^^p^^^^^ 
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auf welche zuerst Poissan mifmerkBam gamaoht hat« (Man sehe meine 
DUsertatio de sinuum et co^inuum potestatibus etc. HaJae 1832, pag>6 

und 18.) 

Wird m (2d.) gesetzt ß — 0, a = — n« so erhült man die Ent- 
wicklung einer eoustanten Quantität nach Cosinussen der Vidfachen eines 
in den angegebenen Grenzen ganz beliebigen BogenS| nümhch 

in <len Grenze» 2> äs — y bis t; =s + — , 
woTon folg^ide bekannte Entwickelung ein specieller Fall ist : 

n cot V cos 3i; «^ ces 5 1> 

Setzt man in (21.) ß^et — 1, «as^n» «o erhttit man 

(« + I)/z(-i_l) 

in de» Grenaen 2;«$ — -j- bis f;=: + -^. 
Wird die Gleichung (38.) nach v diflFerenziirt ^ so erhalt man daraus 

40. == •in/iy4'YSw(^'~^)^ + -^j-^ 



39» ^ '■ • \ r «in v 



t • • • 



^ . . «fr 



in den Grenzen «^«a — 5- bis vs=B4"-K-f 

' und diese Reihe «st, wie die neneren Untersuchungen iiber die Entwicke« 
lung derFoteoaen de»* Cosinus und Sinus streng bewiesen haben^ wirklich 
in den angegebenen Grenzen gleich NuIL 

Wird in {39«), nachdem dureh n divtdirt worden ist, /2 as Q gesetzt, 
so erhält man 

^1 1t . . fi , 8in2tf 8in4i; . slifüt? 

41. ^ixnv^^^j-^^j-^^i-—^ 

und hterauü durch DiSerenaiatioii ; 

^rt ^.^-.. X L c»t2v €os4v I fos6v 



• • • 



Diese einfache Reihe hat zuerst Fourier gefunden {Theoriede le chaleur 
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t 

/»a^.242). Eine unendliche Anzahl ähnlicher Reihe» -ßntVickelungen habe 
ich in meiner erwShnten Dissertation hergeleitet (pag. 25 und 30). 

Die Formeln dieses Abschnittes enthalten auch einige merkwürdige 
nene Reihen- Entwickelungen der elUpriaehen Intepale. Setxt man in den 
Formeln (25.) und (26.) o = i, ß'^i, «9 «rMI* «»««» daraus, w«il 

43. F' (cosü) = ir(cosy4-(j)*co8 5i;-^ (^)*co8^i/+ (|~) coslSv^-....), 

44. F' («in V) = TT («in i;+ (i) 'sin hv-^ (5^)*"«» ^^-^ (^)* >i«137;+ ....) 

t 

in den Grenücn w = ü bia y=sy. 

Diäte ihrer Form wegen nicht uninteressanten Entwickeinngen lassen sicih 
auch aus der Theorie der elliptischen Functionen selbst herleiten; wobei 
es nur darauf ankorauit die Richtigkeit folgender Gleichnng zu beweisen: 

45. /•.F'(c) + ^f(|)-P(^). 
Wird in der §. 29. gefundenen Formel (26.) 

€ = tang -^ gesetzt, so erhält man daraus 

46. r(tangf) = ^cosf ni^i7l.»«'^')• 
Setzt man daher in Formel (26.) a = i «nd p =r i, so geht daraus hervor : 
*7. r(tang|)=^^^f^^cosl(sinJ^-i,^ia¥ + ^^^«^^ 

ia den Grenaen t; = bis ^^^ -g"* 
Mao kann den Factor dieser Formel auch durah ein clliptwche« Integral 
ausdrucken* Es ist nSmlioh 

daher latt sich, wenn 2» statt v gesetzt wird, diese Fwmel auch ao 

darstellen : / 1 1 15 13 \ 

49. F'tangv) = a/2r(,ri)ei»^aini» + ^«In«t^+3J~48inl7p + ....; 






in dan Grenzen t> = bis » «= -^ 
Setzt man in Formel (26.) «:;=|, ßx=i, lo leitet »an daraus ganz auf 
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dieselbe Weise teine ShBlioh« EntwickeluDg von F'(f«itgr) ab: 
50. r(to«g.)«^jCost,(srn3« + |*sJalI«+|J|||,i„l9« + ....) 

in itn Grenz«! v s&O bM «ss — , 

Noch einige andere Reihen- Entwiokelungen der ganaen ellipfiscben Inte, 
grale kann man aw den Formeln (27.), (29.) und (3(K) ableiten. 

$. 36. 
Wir haben in dem Paragraph 34. mehrere Reiben F m andere 
Reihen verwandeit. wdebe nach Sinussen und Cosinussen der Vl«lfech« 
eines Bogens geordnet sindj eine Umformung dieser Art aber haben wir 
noch unberücksichtigt gelassen, und zwar deshalb, weil die umgeformte 
Reihe nicht von der Form SC;*(a,ß,y)r*oos(it» + «) Ut. D«„kt „^„ 
«ch nSmiich »n der Reihe F(<t, ß, 7, cosi.') die Potenae« von eos» i« Co- 
•laiM der Vieifaeben von v verwandelt, so ist klar, dafe dieBt)lttt> h ekw 
Reihe von folgender Form abergeben wird: 

51. -?'(«,ß,7,«08r';=a^+2-^,oos2« + 2^,oos4» + 2^,oo86ü-f..... 
Die Coefficieofen At A, A* «to. hssen sich nach einer bekannten M»! 
thode dureh besUmmte Integral« ausdrücken, so da(s im Allgemeinen 

52. A SB, _-.^ ' i'(a, ß, 7, co8t>»)co8 ^k6iv. 

Es lassen sieh ferner diese Coeffieienton , welche im Allgemeinen höhere 
Transcendenten sind al. die in der Reihe F(«, (3,y, ,) entbalienen, alle 
auf zwei decMlben reduciren. Wendet man nSmlok auf die Entwicke- 
lang (51.) die OifferenzialgleichuBg 

53. 0« 4«^sin2r.y+2(2y-«*,^^l-(a+^;o«2t,)g-.„-o2„0 
an, welcher y « F(«, ß, y, cos*«) genügt, ao Bndet man, daft JLter je dnrf^ 
auf einander (bigenden Coeffidenten dieser Entwickelte foleeude Glei- 
chung bestehen mufst 

Man sieht schon hieraus, dafs im Allgemeinen dieEDtwiokelaii.(5l.) 
BWbt so einfach sein wird, als die §.34. gefundenen; denn bei diesen 
waren die Coefficienten so beschalFen, da& jeder fönende aus dem. vor- 
hergebenden durch. HinzulSgnog einiger Faetoren gebildet wurde Es 
werden jedoch die Coeffietenten der Entwicklung (51.) dieselbe Eaen. 
BChtR m dem speclelien Falle haben, wo 2y~ a^p^i „ Idet 



8» Kummtr, übtr die hypergtomUristihe Hmht If Sior-f Sg^^«»^..... IM 

ysa^il|ii, io welchem Falle <Be GMobung (54.) übergeht in 

55. (k+a^tXt^ß^DA-t = (*-a+l)(*~j5+l)^j+i. 
Aus dieter Gleichung zieht man 

eto. etc. 

80 dab diQ BntwickeluDg (Sl.) in Mgende Sbergeht: 

56. f(*, ß, *"*'f'^S oogt>*) 

Auch in dieser Formel lassen sich die constaoten Faotoren A^ und A^^ 
wie geTsexgt werden soll^ dnroh die Function 27 ausdrücken» Hieran ist 
jedoch nötbigy erst noch eine Umformung dieser Formel roraunehmen« 

Setzt man in derselben -^ v, so wb81t man : 

FCsidO =^^u(t + (^^2K^j i^eos4t; + ,.,.) 

woKärae halber F(sinD^ statt i^(tt,ß /'^f ^S sinp^) gesetzt ist. Addirt 

und subtrahirt man diese Gleichung und d^e rcrige und setzt abdana y 
statt r, so erbSIt man: 

Setzt man aber in den Formeln (7&.) und (76.) f « 20. jp ss aoa v% so wird 
#-(eo.|)+F(M.^) = 2c*-(|.,|,i-,0Mt.'), 



ItO 8 Süammtr, uh^r tUt hyptrg€0m4triaef»e Reiht J+|^xf5fe^^pgt!i«»4..... 

Deshalb gehen ntm die Formeln (57.) ia folgende Sber: 
Au« diesea ergtebt siehi 



c 



= l/'^(f.|.f.'»-''V". 



Enfmdielt Binn die VunctioDen Jt unter den Irttej^rationazeichen, und in« 
tegritt die Potenzen des Cosinus in den Grenzen und ^4 *° erhält man 






äI4^— Y" — 4* — -j — 3 1"««**! 

"^ 1 — 2 12-1-23 

und weil in den einzelnen GKedenv i\e»w Beiben die gleiehen Factoren 
des Zablera und Nenners ^,| |, !?«•«• «i^ch hinweghdben, ^o findet man 

und folglich durch die Function JI au]>gedrüei&t : 

QlK *-^ ai . ■ ■' . ' ^f und ""^ — " — ■■' - 



Subsütvirt man diese Wertfae In den Formefn (58.) ond (59.), so bat man 

61. f{^^ ^, ^, 008 r) = 

62. eo.i,.r(2|i,^.|.,cosi;') = 



8. Kummtr, üb^ die hypergeometrüehe Reihe l + ry* + '-Mr^tf^*' + '"* *^^ 

Substituirt man io den Gleichungen bei (60.) die Werthe des e und </, 
so erhält ihan ans denselbok 

Dies sind also die M'erthe der coaatanten Faetofen in der Iformei (56.). 

Es mögen nun auch von den Formeln dieses Paragraphs eitfige 
specielle Fü^e erwähnt werden. Setzt man in den Formeln (GL) und (62.) 
»zss/if ßs;a — Ti, •^«-> 9 statt f, und bemoiit, dab 

jpfi + n 1— 71 3 . A sin w t; 

m den Grenzen r = — — bis f?s=-f y (m. s, Gauls iJbh. pag.5,XVI. 
und pag. 6) XX.)» so eriiiiit man 

cos/ir« IT *•" T t ~ (;r=2n;;:p2; + (7?:r4> W 

-jr ^«^T vr«'-^i)(n+iv "^ (;ri:3Hi+3> -»^ {?:::6) (.+5) ) 



%innv s 
in den Grenzen r = — -^ bis r ^=5 + ^» 



Wird kl (560 et« J und j3»| gesetzt, so erbält man eiiie neue 
Entwiekelung des eUipUschen Integrales: 
06. r(cosv) = ~^„( 1 f 2 (y)'»84r + 2 (l^ycosSr +.,..) 

.+ ip^i(oos2t;4-(i)*cos6i»+ (^) oofttOt>+....), 
in weldier, nach GleMuuig (63.), 

v"(2ff)ir(i) 

oder, durch elliptische Integnilo «usgeJruckt, weil F*(/i) «» - ß^_^) • 
Aus der Entwickelunff (66.) orkiUt man folgende bestimmten Integrale: 
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« 



•/a ^ ' \ -r y«' \S.9..,.(4Jt+l)/ 4',f\V7)p» 

wdohe für ^ = auoh so dargostdlt werden fcfinneos 

/o /o v(i-»»)y^i-^«)v*o --^»r») "* www* 



Die Re»heo-iEntwidk«UiiH^, welche in dipsem letzfftn Paragraphen 
eDthaHeo ^nd» $ti«ffta eigenttich sdion in eio fremdes Gebiet hinüber, in* 
dem sie nicht mehr der Reibe -fCajft y,«), sondern der altgenviineren 
hynergeometriMhen Reihe 

angehören. Obgleich diese Reihe Ttele Eigensdiaften mit der specieHeren 
JP'C«» ^. y» a^) geniera hat, so fehlt ihr doch gerade diejenige, auf wdchor 
im Fonneln des zweiten und dritten Absohoittes {»eruhe», nämiich, dab aie 
sich in andere Reihen derselben Art verwandeln ISfst. Nur für den Fall « =si 
habe ich rählreiche YerwandTungen dieser Rt'ihe entdecken kSnneo, z. B,: 

— ^V^ 1 . r (r+y~ « - A ~ 1 J2. jty+ijlv-i-y-a-.V+y-«--/?^!) "' /» 

Atioh I8bt sich die Summe dieser Reihe für ar = 1 im Allgemetnen nicht 
dureh die Function IT ausdrücken, sondern nur In sr>ecieHerea Füllen, von 
welchen inner folgender ist; 

4 1 »ß V a{»^i)ß{ß^\^ 

^ y(«-f /J-r+2) ^r(y+i)<«-|-/?-?'+2)(«+/J-y+3) ■*■ 
= («-.y+i)(/j_y4.i)V /z(«-i)j3(^_ij Vv 

Übrigens niufs die Methode, welche (nr die allgemeine Üntersuehuno die- 
ser Reihe angewendet werden soll, ron der in dieser Abhandlung ent- 
haltenen wesentlich verschieden sein, weil die Natur dieser allgemeineren 
Reihe durch eine lineare Differeozialgleichung der dritten Orodnono aus- 
gedrückt wird, wahrend dra Reihe FCa, |3, y, x) das Integral einer linea- 
ren Djfferenjsialgteiohung der -zweiten Ordnung Ut» 



• « • • 
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9. 

Nachträgliche Entwickclungen zur Theorie der Po- 
tenzial -Functionen im Betreff der vermittelnden 

Function 2x und -Ö^ =^ Ix, 

(Von dem Heim TroF. Dr. Gudermaftn, au Müpster.) 



JUie durch das Symbol £r in des Vecfassers Th<>^orio d^^r Potenzial -Fuue* 
tioncn bezf>iöhnete vermittelnde Function dient zur Zuruckfohrung dw 
hyperbolischen Functionen auf die cyklischeni wenn dabei die imaginären 
Formen vermieden werden sollen« Fast noch wichtiger ist der Gebrauch 
eben dieser vermittelnden Function in Ansehung der elliptischen Functio« 
nen^ was bei einer f^ateren Gelegenheit aus einander gesetzt werden 
wird; daher zieht sie aufs Neue die Aufmerksamkeit auf sich, und es b^ 
lohnt die Mühe, dieselbe wiederholt in Betracht zu ziehent Ihrer ur^ 
sprungliohen Bestimmung gemäls sollte die Function fijer nur zwischen 

den Grenzen x = und j^=^~^ wenn durch ir die Lndolplüsche Zahl 

bezeichnet wird, dienen; aber auch über diese Grenzen hinaus leistet sie^ 
wie spätere Untersuchungen gezeigt haben, wichtige Dienste, und diese 
Abhandlung bezweckt daher zum Theil die Angabe oder Ermittelnng der 

Werihe von fix^ wenn .r>» -^ genommen wird« Eine besondere Sorg&k 

ist bei dieser Ermittelung erforderlich, weil die Anwendung einiger voa 
den früher entwickelten Formeln, welche allerdings zwischen den Gren* 
zen x=^0 und 0^ = -^ ihre volle Gültigkeit haben, zu trrthnmern fuhrt, 

sobald man diese Grenzen der Anwendung überschreitet. 

Nicht minder erheblich irt die Darstellung der Gröfsen 2{x±y) 
und t(x±^y) in der Form von ßinoroen, und auch dieses Problem wird 
aufgelöst werden« 

Gehen wir aus von dem Ausdrucke 

». S- = N |/(i±^) oder ^=l^(J±if), 

Grelle'» Journal d. M. Bd. XV. HA. 0. 23 
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oder von den beiden nachstehenden Reihen: 

2. JPa: t= sin .r -f 3^ 8to ^^ -f-f «injf*^ +y^*'^^' +f sinjr^ + ®to-> 

3. S^x = 2[hinjr — ^frin3ar4*'|'Mn5j? — y 8Mi7jc4"iwn^*— + ^c*]f 
iipd sateen wir 

4- S'jr r= £( J-^), also S'(~Är) = £(y + :r), 
so verwandeln sich jene Ausdrücke in : 

5. rar = fogV(;-±i^), e^'^ « ]/(P^^f 

^^ •^ M — cosx/ » \1 — cosx/' 

7. S'j7 = 2[co8ar'4-ico83j!r-i"l <^o83jr-f-7 co87j?-j*^ C099ar-{- ^tc.]. 

Setzt naan in diesen Formeln — x «tatt Xf so bleibefn sie imgeandert, und 
niQn ktinate also aus allan diesen Formeln sohliefsen, dafii 

2'(+*) = g'(-ar) Oder «(-"--«-) = s(y + *) 
sei; aber dieses ResuUat ist dennoch ialscb. Nimmt man auf beideo 
Soit€n die hyperboiischen Tangonten^ so bat man Sang 2 ( jt- — ^) ^^ 
Sans S (^ + ^\ u°d ^A ^^^ Wesen der Termittelnden Function gemäfs 
5arg ^(— — a?) = sin ^y — .t) und auch Jang S T— — jr j = sin ^y + ^) 

ist, so fol^t auch noch, dafs sin ^^ + a? j = sin [^ — xj sei, was ganz rich- 
tig ist. Aber die obige Gleichung ist auch nur in Ansehung der hyper« 
boUschen Tangenten oder cyklischen Sinus richtig; nimmt man namlidi 
auf beiden Seiten die bTperboltsofaen Sinus und Cosinus, so erhalt man 

einS(~. + x)«einS(-y-.T) und (5ogs(|- + ar) = 6o«s(f-~^), 
und da diese mit den Gleichungen 

tang (f + :r) «= tang (f. ~ .r) und —J—-^—J 

cos \\J- + ^) ^O^Tj -'^7 

Welche unrichtig sind, im Wesen fibereinstimmen, so erhellet, dafs die 
Gleichung ^("o" + ^) ^= ^(y — ^/ *° Ansehung der ZurOckfiihrung der 

hyperbolischen Sinus und Cosinus auf cyklische Functionen falsch ist, ob- 
gleich dieselbe Gleichung bei der Zuräckführung der hyperbolischen Tan« 
genten keinen E'ehier bemerken liefs» 



i 



g 
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Zusatz« Die Reihe (3.) kann auf folgende «infadie Art 
efuoden werden. Es ist auch %x a= log tang (-^ -\- -^) oder x = 

log tang (1^ + -2 ' J^) od«' ** = *ang (x + T^*) > ""^ eben so e" ' =r 

-^ + y 'ä? = arc(taDg = e^) uod ^ — y /jc = aro(tang == ^-\>. 

Daher erhält man durch Subtraction 

/-r =s arc(taDg = r"") — arc(taiig= e'""'), 
eben so 

üx ^= aro(tang = e^*') — arc(taBg=^~*'). 
Die EotiTicketuDg dieser Ausdrücke giebt die Reiheii 

und da überhaupt e'''—e^"''~2einnx und '^'"'' "~; "iT — — 2 sin /7 a: ist, so 
hat man: 

i. Ix = ®lnjp— ^ ©t«3ar+5©in5jp-^f 6iw7dr+ ~etc. und 
f.SjT = siBjc — |sin3jr +Jsin5aP — f s»n7a? -f-~etCa 

2. 

M'^enn man in dem Ausdrucke Jjr=5log|/(ji^!— ^ die Tangenten 
einiiihrt und beachtet, dafs 

/fl + sinar) = cosy +ainy ss «08-^(1+ tongy), 

/^(l— smar) = cosy — sioy =i cos — ^l~tang^j 
ist, so erhSit man: 

8. gjr. == log _ = log tang ^|. +x). 

1 — taog — 

Hiernach ist 2'.r = log lang J (ir — jr), also 

?'(— r) == lo« <ang J (' + *•) = log (—1) + log tang |(a- ~ j) 
oder 

S'(-a:) t=: log(~l) + S'.r, d.h. 

23* 
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Bidstr Auftdrci€k gestattet noch eine ktem^ Reducfioif, da log( — \)ss±*xi 
ist^ und miin erhält faierduroh 

10. ß{|' + a') «= +«/ + s(|— x), 

wenn, wie auch schon früher geschah ^ nach dem allgemeinen Gebrauche 
^^ — 1 durch / repräsentlrt wird. Das so eben gefundene Resultat be- 
wahrt sich als richtig bei der Zuriiokfabrung aller hjrperholisoher Func« 
Üon^Mi afof ^e cykCschen; denn da allgemein 

6c6(ö±(2r+l)^/) s= ^Hci^f 

2on9(a±^7r4-t)7r/) = +Jan{j(x 
ist^ so erhJilt man aus der vorigen Gleichung die drei folgenden ; 

e.«(i +x) =- e.«s(|-») <"'« —ih-\ T^' 

COS [-^ +x j cos [-J — xj . 

ein£(|-+x) = — SinSfy— jc) oder tang(^ +x) ==— taBg(~— x), 

2an9£(y+x) = + 5an9S(j — jr) oder 8iu(~+x) = + sin(y— x), 

welche yollkommen richtig sind. ÜKvidirt man die Gleichung (10.) zuerst 
durch 2, und nimmt man dann auf beiden Seiten die hjperboltschen 

Tangenten^ so hat man, weil Sang Ter ± ^) = betätig <7 ist^ die Gleichung 
Saiiäf e ( y +^) = j^ r und da tM^l ß (y ^x) ^ tang i (-J +x) , 

ferner $att9i?(y— 4r) = tangj(-j- — x\ ist» so rerwandelt diese steh in 
die Gleichimg tangi(y+jr)» — r-, welche bekanntlieh eben- 

lalb richtig ist. Daher ist die Richtigkeit der Formel (10.) keinem Zwei-* 
lel mehr unterworfen. 

Da ^{^ — log^ ist, so bat die Function 2x die merkwürdige 
Beschaffenh^ dafs sie bei ihrem Durchgange durcb's Unendliche imagi- 
nur wird, statt dab sie, wie s. B. die eyklische Tangente, reell bleibt, 
aber entgegengesetzt wird» und es mufs also das Zeichen log 15 des Un- 
endlioben tob dem gewöhnlichen Zeichen ^ des Unendlichen unterschie- 
den werden. 
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3. 

Ehe wir in der Ermitteliiog der Werthe von ^x für noch groUsere 
Werthe von x fortschreiten^ ist es 2weckmäisig9 zu zei^en^ dafs die Func- 
tion fix für jeden Wertb von x unzählige Werthe bat^ die nicht selten 
alle imaginär sind. Ist &xs=i u eiuer dieser Werthe^ so ist überiiaupt 

gar = u + 2rvi 
der allgemeine Ausdruck der W^erthe von 2jc; denn nimmt man auf bei- 
den Seiten die hyperbolischen Cosinus, Sinus und Tangenten, 80 ist 

(iaiix ÄS (Jpö(w+2r7r/) = (£öö« = — ^, 

©inSa? s=s @in(a + 2r«/) = ©in« s= taugXf 
JongSar = %an%{u ±2 r ts i) = 5ong// = sinjc, 

wejin unter r eine ganze Zahl von unbestimmter Grüfse verstanden wird. 
Man darf also zur Zahl tx ein beliebiges Yielfacbes von 27ri addiren, 
oder auch ein solches Vielfaches davon subtrabiren, ohne dafs die hyper« 
bolisciieu Functionen der Zahl ixy oder die cyklischeu Functionen von x 
geändert würden. 

In Bezugnahme auf diese Eigenschaft der Function ^x dürfen wir 
die Gleichung (10.) auf die Form 

beschränken ; denn, wenn man auf der rechten Seite, dem Vorigen gemafs, 
27si subtrahirt^ so erhält man schon hierdurch 

Überhanpt dürfen wir uns auf die Ermittelung der einfachsten Formen 
der Werthe von ix beschränken, weil man aus ihnen sogleich die allge* 
meineren Werthe dadurch herleitet, dafs man zu ihnen noch iilriti 
hinzufügt« 

Setzt man in der Gleichting (11.) noch -^ x für jp, so verwan- 
delt sie sieh in 

12. £(^— x) == 7r/ + 2x, 

ond diese giebt, wenn or ss gesetzt wird, den Werth 

13. fi^r = vi. 
Wird aber 'in der vorigen GIfichung — x statt or gesetzt, so erhalt man 

14. £('?r + jr) =: -tt/— gor. 
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Wird in dieser Gleiohiiog 'ly ~x Vis x ge^etzt^ so erhalt mau 

Wird wi«der — x statt x geietzt und der Werth £'(— ;r) =: ir/+fi'.r 
substtttiirt, so erhält man 

. 16. s(~+3^) =-rar(=2^/~g». 

Wird -Tf — X för x substituirt, so erhält man 

17. S(2«— jr) 5= 2iri--fia:. 
Setzt man — x statt Xt so hat man noch 

18. e(2ir + jp) = 2«/+2a?. 
Eine einfache Folgerung hieraus ist, dals nberhaupt 

18. »(2rir+x) — ^rvi^ix. 
In Anwendung dieser Formeln Terirandeln sich die froheren For> 
mein in: 

S((4r + 2)|-+x) = (2r+l)» 
19. ( s((4r + 3)-|.-ar) = (2r + l)« 

J?((4r + 4)|— x) «. (2r4-2)« 

Ab besondere Werthe stelleo sich heraus: 

S((2r+l)i») == (2r-f l)w/ 
und 

g((2r + 2)ir) = (2r + 2)ir/. 
oder überhaupt 

20. S(flw) Ä nir/. 

Überhaupt lassen sich die vorigen Formeln (19.) xusammenfassen in der 

allgemeineren Fürm<>l 

i{nit±x) s= ÄT/ + (— l)".£x, 
oder 



— tXy 

— i'x, 

— Z'x, 
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aUo 

Man kann aber auch in den Ausdrucken auf der rechten Seite liir r und 
/7 an die Stelle setzen 0, wenn »e gerade Zahlen sind, und 1 ^ wenn sie 
ungerade Zahlen sind« Setzt man in der letzten Formel — x statt x^ so 
verwandelt sie sich in: 

oder 

22. fi((2Ä+l)-J+*) = («+!)»* +(-l)".£'«. 



*+*"8f .... a: eC'-t 



4. 

Da e**= tat, so erhält man umgekehrt ♦ang-jT'^jfijri' 

ganz eben so ist t^og-^ = -js^;— r, und da tang--~ = ^ ist, 

SO erhalt man, wenn die Ausdriioke für tang-^ und tan^~ subHtituirt 
werden« nach einer leichten Reduction den Ausdruck 






Da aber auch rß'^'^'^y) ;= — ist, so giebt die Substiludon des frä- 



1 — tAnv 



heren Ausdrucks die Formel 

wach weldiar man aus den Grofsen fix und ^y die Gröfse ^(jr-f-j) 2« 
bereehneo hat. 

l>a e2t*+r)Ä ^ ißt, vpenn ä- 4-r ä -^ oder y = -^ — x gesetzt wird, 

so mul» in diesi»n Falle der Nenner des Ausdrucks = sein. Daher 
hat mau die Gieicbung 

oder 
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i«. e ^ — -, 

Die Formel (23.) kann auch also dargestellt irerden: e^C^^s 

Ut^^i)^^e^^^lj^y ^ "öd Wird nun Zahler und Nenner durch e^'— 1 di- 
vidirt, so verwandelt «je sich in 

eben so ist I 

Es bedarf wohl kaum der Erinnerung^ dafs die früheren Resultate iu 
No« 3. auch aus diesen allgemeinen Formeln hergeleitet werden können« 

5. 

Aus der Formel (23.) kann eine Darstellung der Gröfsen i!(x*fy) 
und S(x— y) in den Formen 

JJ(x — y) = « — b 

hergeleitet werden, welche für den Gebrauch der vermitfeluden Function 
von vorzüglicher Wichtigkeit ist. Wir gelangen aber in Anwendung der 

14. lang f!^ 

Formel ^^'^> « j^— eben so rasch zum Ziele, und stellen di 

Formel zunächst also dar: 

Die £ntwickelung des Zählers und Nenners giebt 

(co. -| - sin y) cos ^^: (cos l + sin f) sin |. 

Hieraus erhalt man durch MuIHplicatioo : 

(cos 5^ + sin -^ ) CM ^ (cos— — sin ^V sin 2^1 

(cos-| - sin ^y cos ^ - (cos |- + sin J)' sin ^ 

Dieser Ausdruck yerwaodelt sich durch einige Reduotionen in den formenden« 



I?«' 
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und M ist also 

Wird in diesem Am^dracko x mit y Tertausoht, und nicht Sbersehen» dalk 
]?(y — ;r)sEt «^{(jr -<->') ist, so erhSt man wich noch 

2 * " Vcoftx— siay/ 

Wird oun c«logl/( ""y^'!'i aod t=^1og[/ fi'* t»'."^ ) ge,etet, lo 

erfaSlt maa aus den - vorigen 6teidliuBgen duroh Addition nnd SubtraetioD : 

27^ ?(dP+y)3e0 + A und 9(x~y)j;9a^b. 

Da aber e" 5= ■ ^ ^ . — fst. so ist o« i i = „ » .^ =?=^ wer 

28* Sand« =s — ^ u>^d ^'^^■^ so SangA sbs ^^« 

Setzt man in d^n vorigen Formdbi Sasssa und £3«^« m rerwandaln 
sie sieb in 

29. ^ > für ' ^"^y 



iix-^y) SS fite— ?/J\ isinß ä 



ftlB 



COS^ 



Zusatz« M'ird in dieser Formel y ss x ge:setzty so wird auch 

ß ssa^ und mao erbSIt £(9Ar)ss !^.Sai wi^nn sinaT^^tangasr ist, eine be^ 
kannte spooteiie Formel» 

£lbe wir uns auf die nl&ere Batraohtung der rorigen Resultate ein- 
lassen, welche sich durch einen hohen Grad der Etnfacbheit auszeichnen, ge* 
ben wir noch eine zwdte Art der Herlaitung an, wabei wir von den Formen 

Jf(*+>^)«a + 6 und 2(;p-^y)a5ö~.i 

selbst ausgehen« Oa gp<g(jrrfy)«^ / . , «: ■ ^^^^^^ K ^^^ia^-h) 
ist, 30 ist 

(|[o«a(l««&4.ei»«e{n& = co»^yf,;,^,{.y 
und eben so 

COS (Ä •+ r) • cos (dp — r) 

Hieraus erhalt man durch Additioo und Subtraction die Glelahungen 
30» (Lü<a>€p<&« .!?Jf^^ , und eCaa 6la*=^ ■ /i'''"7 — v. 

Grelle'» Joiirtilil A.yk. M.XS. WU2. 24 
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Da ferner ©In2(*+y) = ta»g(x+r) ^ ^?^$^] = ©nC« +6) 
ist 9 SO ist 



und eben lo 



^ ^ co§(a:4-y)cos(x— y) 



Hieraus aber eotstehea dureh Addition imd Subtractton die Gleichungen 

*^« K** T . » ftioa* rosa: t /c * ^r» £ sinycoR/ ^ 

Aus diesen Gleichungen und den vorigen erhalt man duroh Division , wie 
vorbiu : 

32. ^m^^^ ««d ^^»9* = ^- 

Hieraus erhalt man weiter 

<?ino = =7=; ; ^ — rr und ©lltA == qrxp j^-^. — — , 

V (cosy * — sin «•) y (coÄ an* — sib y *> ' 

oder 

^ V [cof ta>t-y} cos (a?^y )1 r 1*^05 (^+/) «os ( x— ^')] 

Aus diesen und den früheren Formeln erbfilt man durch Division 

V"[€üs (x-f-^^ cos (o:— yj] Vlco» { J?+y) co> (*•'-/)] * 

Eben dadurch fiudet man aber auch aus den Formeln (33.) und (34«) noch 

35. tangor^g-^^ und taiig/^x^^^. 
Ferner erhalt man 

GÜi6 *" tioy ^ ttoö« "^ coty 

und 

37» Sangff«lnni)& = tangar.tangj. 

7. 
Die früheren Formeln (33.) und (34.) zeigen ganz deutlich ^ dafii 
in den Ausdrücken fi(a7-f /)r=:fl -j-A und S(jc — >') = « — 4 die Grülsen 
a und b imeoinär sind, wenn eine der beiden Grufsen x-^y und x — y 

zwischen di*ri Grenzen -^ und *^ enthalten ist^ während die andere zwi« 
sehen den Grenzen 4" ir und ^ oder zwischen -^ und -^ enthalten ist« 

Ist z.B. ar + j'^^ und <~ und .tr— jr<~, so ist i(x+y) 
imaginür, und enthSIt den imaginären Theil «/; daher enthält sowohl 
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Thdl y; sefast man dahwsogleioh a-fy für ^n and ^ + y Hir 6, so er« 
bält man: 

und 

Zur Bestimmung von o und b dieoen nun aber die Formeln 

oder 



Sang 6 =r —^ «ad langA = 



COS.T 



und die hierdurch bestimmten Gröfisen a und b sind nun nicht imaginär^ 
da co%y^%mx und cos x*^ sin j der Anoabme gemäls ist. 

Duroh die früheren Formeln ist zugleich die Aufj^abe aufgelöst, die 
Summe 8a 4-23 und den Unterschied £a~£3 der beiden Fuuctio* 
nen 2cl und £ß in eine einzige Function derselben Art zu verwandeln. 
Setzt man 

38. ea + 8/J = 8(jP+r) und f'a— .gß = l{x—y), 
so iind X und y die unbekannten, hingegen a und die {gegebenen Gro- 
ben. Setzt man in den Formeln (35.) nun a ssga und ä = Jß, so ver^- 
wandeln sie sich in 

39. tangar s= oosß.tanga und tangy «= oosa.tangß, 
und hiernach können die beiden unbekannten Groben x und y leicht be-p 
rechnet werden. 

8. 
Die Zerlegung 8(jr + >') = o + * ««^ t{pi:—y)^o^b bt dean 
besonders nichtig und selbst ootb wendig, weiui / im«ginMr ist; dann ist 
aber .ucii * imaginür. Setzt man abar y/ für y und bi fSr A, so ver- 
wandeln sich die fröhMren Formeln in 



40. J } *"' { 



Binx 

©mr 

'-» 

cot ap 



Sollen diese Formeln nur cjrklisohe Funottonen enthaltra, so w&rd man 

24* 
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2y für y und Sa fSr « Mtsen , wodurch ue sieh md der SteUe ireriran- 
d^n in 









WoDen wir jetit «uoh /(jp+7) und /(^— /) in den Formen 
t(x^y)^=sa-^b lind /(x — 7) = ^ — & darstellen, so gelangen wir dazu 
leiohn Da nlimlioh nberfaaupt i/^pss/S^s^ ist, «o folgt aus den 
früheren Formeln S(x+7) = ö + ä und fi(x — y)s=flr — b sogleich x+y 
ssr/(a4*^) und x^^y^ss:J(a — b); wir haben also nur noch a mit x und 
6 mit >* EU vertauschen. Wird diese Yertauschung auch in den Formeln 
(34.) vorgenommen, <o erhalten wir 

J{x+y) = c + a) (tangn » Sj^, 

42. j ^ ' ^' J ßr ; ^ «^y 

/(^-y) » n-ij |tangft = gj^. 

Man gelangt au denselben Formeln auch noch knnar dadurch, daCs man 
in den Formeln (27«) und (28.) nur xi Kr x, yi Rr y^ ai Cir a und bi 
fiir 6 setzt. 

Ist endlich in den vorigen Formeln y imaginSr, also audi i, so 
wird man vi für y und ii für 2 setzen, wodurch man noch 



Münster . im Deoembw 1833. 



10. L§besqu€^ inUgration dPun sysiime JT/quaiionM Kn/üirn du n* ordr€. 1g5 

10, 

Integration d\in Systeme d^equationa linöaires du 

»• ordre. 

(Far Mr. Lehe$que, prof. d« Ifatli. k Paris.) 



1. 

i9oient y, x deux variables d^pendanfea de la variable tj y', y'\ y"\ .,.. 
X', x", x"U .... leiir. ooeffideats diff<$rentiela ^, ^, ^, etc., ^, 



d^ X d* X ^ 

^^, -jTi-f eto* Soient eooore Tss ^or— öiJp' + ö,/'— a,ar'^'4.. .,,, 

-Y = <yoJp + ^iJ^' + ^2*" + <»3y + • •• • ^^ux fonctiooB de Tordre /i et ä 
eoeüßcienu conataotsa Les sjfttemes qu'il s'agit d'integrer iont: 

1, r SS mcMftf X s= müagt 
et 

2. r aas — *0roo»2^/+a?tui2^0> -^t = i{a!eM2gt^y%\n'i gt). 
Pour le second ordre oes ^quations toot oellet du mourement d'un corps 
solide tr^ pea ^rt^ de sa position d'^quilibre. Oo peut voir leur iot^« 
gration et la disoustion compldte de toutes les oirconstaiices du mouve- 
ment daos le m^nuMre de Mr. Poüsan sur le mourement d'un oorps so* 
lide» L'objet de eette note est de montrer rapidement que le proo^e 
d'iategration appliqu^ dans le memoire eif^ au Systeme (2.) ii'esf point 
partioulier au seoood ordre« On y verra aussi que rint^gratioo de ohaque 
Systeme se ramene d oelle d'une seule ^qoatioa de Tordre 2/i et «li coef- 
fioienli eonstants« 

2. 
On peot dans le STst^me (!•) fisire doiparaitre lea seoonds mem« 
bres, il rentre alors dans le seeond ou Vau ferait it ss 0. Pour oela 
oo posera yma MüMgt^ x^^Bimgt et oes valeurs de j et a? satis«. 
feroat si Tod a 

Cette ^quatioB dAermiiiera U k moins qa'oc ait 



196 '0. Lthesque^ intJfntiion fun iyahu SP^fuaiion$ Hneuires die n* orärt^ 



Dans oe eos fl faudrait poier , 

d^ cosgt d^mngt 

dir dg^ 

oü Ton prendrait poor n le plus petit nombre pow lequel le coelficieiit 
diflG^rentiel ^ n'eat pas nul, 

Si doDO OD remplace les laconnues y et x par d'autres {nconauea 
augmeotees des valeurs pr^o^deutes, ies seoonds membres disparaltront et 
les Premiers resteront de meme forme; on les conservera dono ici saus 
cfaanger y et ^s autrement on lera msssO^ 



3. 
Pour iot^rar le Systeme 

il sulBra de poser y9^Feo%{Ki-\-f)i a? = F wn (^ ^ +/) et Jen equatioos 
seront satisfaites si Von a r^quatioa de ooDdition 

X ayant n valeurs ; riDti^grale oomplSte que Ton trouvera en ajotitant toutes 
les valeurs de y et de fOj relatives ceujL radnes X, ^ h^^ •••• K cootieodra 
Gomme cela doit ^tre 2 n constantes arbitraires et comme od a 

y Ä Feo8(X^-f-/) s= (5co«Xf~//8inX^ 
rintf^grale complele sera 

ja? s= 2:GsiuA/+2f/co8X^ 
ou Ton pose pour abreger 

SGgosä^ == öiCOsXjf 4-GaC0sX2^4-..,. 
et ainsi des autres. 

Si l^uation (4.) avalt des racines Egales , il faudrait modifier ies 
formales (S.), quil faudrait aussi traosformer dans le cas des racines 
Imagioaires* Daos oes deux <^* '^ temps sort de dessous ies sigoes sin. 
^t eos. ce qui les fait refetter dans Texamen de la question de mi^canique ; 
aar on suppose le corps ecart^ ^ une position stable d'i^qailibre ; ainsi les 
4|iiati(ms (5.) sont suiBsaotest 
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4. 

Mjb&m 81 Ton Touloit dbouter compldtemeBt les iotiSgralM en iais- 
sant de c6te la question de nuSoanique^ il serait plus commede d'esEipIoyer 
relimination q«ii se fait ioi bien simplement« Od • 

Cea ^uations de Tordre 2n se r^duisent ä 

£m doDC on pose y ou x ss Fe^ oq* aura I'^quation 

a^ + (2c,-, + fly^^ + (2irofl4+2a,a, + a|)/ + .... = 
oo encore 

et il e»t hi^n ais^ de voir que ft^ = — X^ 

On trouvera done par les formules eonnues la yaleiir de y areo 
2n eoDstaDies arbitraires^ on aiira aussl celle de x aveo Un autres eon« 
sbmtes arbitraires qui se detertniDeront au moyeo des |»remieres^ oar les 
equafioDS (3.) doiveot etre satisfaites iodependamment de t^ oc qoi domie 
2/t ^quations de couditioo« Les formules aiasi trouv^es reotreroQt dans 
Celles donnees plus baut ^ au mojen de ii^ss — X\ ainsi qu'on peut le 
Terifier tres ais^menti 

5. 
Pour integrer le seoond s}'steaf)e 

Coar + «iy' + ^2*''+Ojy"'*--» «» IC{x tosi gt -^y üu2 ^t)^ 
et sufTit de poser 

yz=:Aünu^ Bsinv^ x sa: — ^cosii — AcQ^v, 
u et V ötant de nouvelles variables« La substifutioo doonera 

+ Pu''+....P,v''+.... « v#irsio(2g*r— ü) + Ä£aiii(2^<— i/) 

et une autre ^quation touta semblable ou les sinus seront remplao&i par 
les Cosinus» 

On satisfera d la fois k ees deos: ^quations en posant usacügt — v^ 
d'oufic=3^/ — Uf et. • 
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Car u* et t^ ^tiitit «OD$teut«Sy u^\ ii% •••• t/^^ x;% .^^ seront s&O et 
Im dettK ^quations Mtitfaitea» 

Si fon fait u«-p ser2A/4'2/, comme fi+iiseS^fy on aara 

les ^aticMiB de cmiditiQii daviendront 

Eu iea multipliant membre A membre oo aura 

En les ajoutant manibra et en oroix.et posant pour abr^er 



•• « • 



on aan AsvsBr e( par suite Arfs.rF, B':;:^ftF, donc 

Si Kon Tait Foos/=rG, Fnnf^siHj on aura «ncore 
ou eofio 

.„ (r ■= (r -»)(C8ioJl^+Hco«10«>»»»+fr+»)(Pco«lf-'Ä»iD*i)MD«<J. 



Ce proc^d^ d'iBt^gration est oelui employe par M. Ralston pour l«s 
«quatioD« du second ordre; on ytM. ^uil ooaduit tr^ laoüement n Vvalt&r 
grale compl^te quand l'^oaiion en h n'a fpi« das iraoine« ri^Uea «t in« 
Egales . oe qui ai^fit povr la questioM de m^oaaique. Hais quand l ^iia<r 
tion (8.) a de» raoines Egales et pour quelques autres cas particuKera doot on 
dira un mot plus bas, U sera plus eenunod« d'emplojer le proc^dö suivaot. 

6. 

On posara 
y SS P^o^gt-^rQnBgt, » ^ PAagt-^Qimgtj 

aubstitutäM indiqu^ par las fbmiulea (12.), La di£Birentiatian donnera 
y'^Pitmet'\-Qi^fty y"ss P,oos^/^(),sinf r, 

y'" «B P^ ttotf t + Qi mngf , «10. 
x'ssPitinft-^QiCimgt, ^"ss P.sin^/— 0,«oaf ^ 



"• \t 
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«0U8 ies relatioDs 

Pi^I^'+ffO^ P2^P"+'i^Q'-^'P, P,= P^"+3^(?"-3^^iy-^^0, etc. 

doDt la ioi est Evidente autei bien pour les lettres cjue pour les coe£S« 
clents et lea »igaes* 

Or en substituaDt et ea ^galant entM enx les ooefficients de mngt 
et cos^f OD trouTe 

ßeiDp]a9apt P^ P^^ ^3^ .... Od Q29 Qtf «-*• P^i^ '^u^'^ valeurs ea po« 
saut pour~abr^ger ^^o^g^ — Äft^*Hra3^' + ,.^.?=G et -^ü=G, Ai^=^G\ 

Ces <^(]uatioo8 sont ^videmmeiit celles qu'on obtieodritt en posant ff^szO 
et remplacant o^,, «^^ «•• » par u^, ^^^ ..»• dans les ^quatioas (l.)« 

L'i^limioatioo se faH epcore ici tr^s facUement» Oa posera 

(^,-X)C) + ^,P' + A()''f^3P"' + --. ~ -x,=^o^ 
et les ^quations 

se reduiront d 

Si daos oes ^quations de l'wdro 2n, ou il faut ^ffacer tous les termes ov 
ji prend un indice plus grand que /2, od poso P ou Qi=lF^\ l'^quatioo 
en fi sera, comme 00 Ta vu plus baut, 

et Ton verra encore que a*^ =s — A^ 

Les quantites P et (? renfermeroot donc chacune In eonstantes ar- 
bitraires^ niais celles de Q be d^termineront en ronction de Celles de P, 
par la Substitution daos les equatious (13.). L'equation fi^ = —X' donnera 
lo TOoyen de passer de rio^egrale en fi h I intdgrale en ?^ 

II serait fort inutile de fwre ici cette trausforroation et de oonstruire 
des formules g^n^rales; on se contentera d'igouter que le cas 7w=0, pour 

Ciiclltf's Jüiiroal d. M. ßil.XV- nft.2. 25 
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loquel OD Q'a pas le nombre sulBsant de coutantes^ m troiirafa iaoikment 
par la Moond proc^de; le temps tortira de deMous las signea sin» et cos« 
Pour le aaa r:^s (2Jr ou 0) od pourra dam la formule (IK) supprimer 
le iSsateiir commuD, maia u eepeodant on avait r sss ^ =: 0, on ne le poup» 
rait plus ; il faudrait prealablement changer |es signea des termaa nMiltipli^ 
par r. 11 est faoile de voir«. que oeia re?ieDt encore k bire P s=s 0. 

7. 
Si Tob oompare llDtegratioa des ^qtmtiOBS lin^ires erdtoaires a 
coef£cients constanfs, au premier proc^d^ d'integration en verra que le 
aucces de ] nne tient o ce que 1 po emploie daas lint^grale incoraplete 
une fonctioD qui se reproduit h ebaque differeoriatioo ; et aelui de Tautre 
a ce qu'on empioie des fouctioos qqi, au sigoe pr^s, se reproduisent aprea 
deux diirerentiatioBSi ce ^m permei de partager cbacuae des equatJons 
eo deux autres# Oo cou^oit d'apres oela qu'oQ enipIoyaDt dea fooctiooa 
qoi se reproduiseat apres trois dififerentiatioBS ou plus^ od puisse trourer 
des sy Sternes de trois equations ou plus, ausceptibles de s'int^grer d^une 
maniere analogue. Ce serait une question digoe dexameo^ bien que la 
forme des fonctions que la dilS^rentiatioD reproduit p^riodSquemeot^ porte 
d eroire que oes sjstemea se prdsenteraient rarement dans lea applioatioas» 

8. 

Le proced^ direot, mats long de I'^limiaation, peut aappliquer^ en 
g^D^ral, k piusieurs Equations Uneaires k coonicients constants^ entre taut 

de variables m, y, t qu'on voudra. Ceric ^Umination^ toujoura fiiaüe, 

puisquelle se fera entre equations du 1* degre, devra, comme eela est 
arrive plus baut» condoire k une mkm Ration lin^ire k eoeffieieiits 
ooBstants. En elfet puisqiie j, », . • . . sont n^oessalreixieBt donn^aa per 
des equations Hn^ires a coefficients eenstants« on ne ^^ pas eemBient 
les Equations donn^es pOurraient i^tre satisfaites independanmienr de f , si 
X, y, . . . . contenaient dea exponentielles dlfferentes, ou n'etaient pas 
donnoaa par une luöme equalkm. Au reate eeci n eat qu im apercu et la 
d^moostratioa eomplete demaiiderait quelqua d^eloppemeDt. 
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Bemerkungen anim Principe der doppelten Substitut 

tion bei den elliptisdien Functionen« 

(▼ob Htrro Prot Rmobt in Zürich.) 

JLras Priadp der doppeltem Subttihition bei den elUptisohen Funotioiien 
besteht darin^ dab das lotegral der DifferenzialgleiohuDg 

dy 1 dx 

noverSodert bleibt, wena io demselbeo y in — und :r in — fibere^t. 

' "^ c^y ex • 

Der berühmte Verfiisser der Fundamenta nava theoriae functionum ellip- 
ticarum maobte zuerst diese gläckliche Bemerkung, dijs Legendre, ihrer 
hohen Wiehtigkeit wegen, aum Principe erhob. 

Den nähern ZusammeuhaDg dieses Prineips mit der Fundamental* 
gleichung der ellipttsohen Functionen sollen die folgenden Zeilen xeigen» 

Muinutlich wird das Integral der DifferenzialgliNohung 

eos^cos9'+«iQ<Ptin^'.ir(l— c'sio6') « oos9 
Torgestellt, wo 9 die willkürliche Gonstaote der Integration bedeutet 
Setzt »an nun i = tang 6, so geht ^ letzte Gleichung nbw in : 
2. ir(l+/')cos<Pcos<p'+/(l + (t — OOsiinipsin^' = 1, 
wo i die Stelle der wilikarlichen Constante einnimmt. 

Da nun diese Gleichung für jeden willkürlichen Werth von i ^ 
Differenzialgleichuag (K) zu einer identischen macht, ao mufs ein Glet« 
ches jede aus derselben durch eine specielle Annahme tut i gefolgerte 
Gleichung bewirken; wodurch, wie wir sogleich zeigen wollen, eben so 
viele doppelte Substitutionen hervorgehen, als der Grobe ^ oonstante 
Wertbe beigelegt werden können.. 

In der Tbat, setzt man / = /*— 1, so geht die Gleichung (2.) über in 

c sin<Psin(P' s=: 1. 
Diese Gleichung^ als particulttres Integral der Differenzialgimchung (1.)^ 

zeigt, dab die Difierenziaiformel y ^ ^^Jj!^,^ .») ^^^^^^ ^^^ Annahme von 

sin^' = --T-z^ "> 57^/1 ^i — Ti fibergeht. 

Hat man demnach die ENfferenzialgleiehung 



3. 



V^^l — cJwiiV^') ~ lA 'Vd— «*wsv*)' 



wo fft eine Constante vorstellt, und führt zwei neue Yariabeln 4^' und 9^ 
durch die Gleichungen c^ sin >// sin i//' sc 1, csin^sin^' s= 1 ein, ao geht die 
Gleichung (3.), wegen 

dip d^ • dtp it^ 
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in folgende über: m ^V^ _ * ^T' 



woraus gefolgert werden kanD^ dafs ^eon die Integralgleichung von (3.) durch 

vorgei^tellt Mrird^ wobei Q irgend ein Functions^seichen bedeutet^ die Inte*« 
i<ra!i4leicinuig von (4.) ebenfalls durch 

dargestellt sein wird. AHein aus der inte^ralrochming ist bekannt, dab 
nian aus der Gleichiuig (6.) zur Gleichung (5.) gelangen mufs, wenn mau 
fiie neu eingeführten Gruisen ^'^ -^^ durch die Urspränglichea $ und ^ 
mit Uülfe der Gleichungen 

sin^P'=c-4— p «fnip'sÄ * 



etaetzti woraus also erhelleti dals die Gleichung (6.) unverändert bleibti 
wenn 8ln^i/' in — : — -7 und sin®' in ■ , , umgetaiisdit wird, oder auob, 
daF« die Gleichung (3.), als Integralgleichung der Differenzialgleichung (3.)^ 
ungeündert bleibt , wenn sintp in ^^.^ und sin\// in ^r^—^ übergeht^ 
9etzt man also in (3.) yt=:sin\// und jpssinip, so bat man 

dy _1^ rfjT 

deren Integralgleichung unverändert bleibt, wenn gleichzeitig y in — und 
0? in — ^ übergeht, oder, wenn in (3») y ss iTi?^ • sin ^// und Ar s=e /*c • sin (p 
gesetzt wird, wodurch sie in 

ily 1 dx 

übergebt, so hat das lutegral dieser Gleichuug die Eigenschaft, unverän* 
dert zu bleiben, wenn y und x in ihre reciproken Werthe umgesetzt werden. 

Eine zweite Methode der doppelten Substitution, die sich eben so 
einfach als die von Jacobi angegebene anwenden lälst, entspringt aus 
der Gleichung (2.)^ wenn daselbst / = 00 angenommen wird» 

Man bat dann, wenn c' das Compleraent zum Modu) c ist, c' tang(p tang(ß^ 
== 1» Setzt man also in (3») y = /^c|.tang\// und a? 2= /■^'•taDg<p, 
wo c\ und e' respective die Complemente von ^i und c sind, so geht sie 
über in : ^ j7r ^_ J_ <]jl 

von deren Integralgleichung ebenfalls nachgewiesen werden kann, da£s sie 
unverändert bleibt, wenn y und x in ihre reciprokeu Werthe übergeben« 

8etzt man ferner in (2.) i = — 7~ , so hat man 

c 
4-/" — ICOS^COS^P' SÄ 1, 

welche Gleichung abermals eine doppelte Substitutionsmethode darbieten wird. 
Zürich, den 10. September 1835« 
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12. 

De integri4ibiM f^busdam dupUcibus, quae post 
iramsforiiiatioiieiii variabiimm in eändein 

formam redeunt. 

(A«ct C Q, J» Jmcebi, prof. «ra. uatb. Reslom.) 

INf otiim Mt| |irppofkid« «equatioDSbij« 

txmCP 83 aooBjg4- iSMa)3C083'+ y«intj»to&, 

iibi iater ooefGdentw i^ibmtur relatieaef 

ßß+ß^ß'+ß^'ß'' — U ya+/a' + /'a'/ « 0, 

fieri 

iibi in altero ttitogndi ZT" per ^> 4^» in altero per iji ^ esLprlmendam est. 
Aeqoatio 

saggorit e^rempltiin simpKeisflimQiiii quo elementam iotegratis duplids post 
traDflfönnationeiii Tariabiliuin In eandem forknam redit Substitutiones prc-^ 
pusitae sunt formulae notae pro. traosföraiatione coordinafarum orthogo« 
naiium^ quamm inithim non mutatiip. Eleaientuin integralis est elemen- 
ti^Ci superficiei spbaarioaey expressum per coordinatas puucti snperfioie! 
ortbpgonalaii quaram initiiim in mntro; quod etemeatum formam mutsK 
noQ debety sJ coordiniitaa ortfaogouales , per quod exprimalur^ ad abuci 
»/Stoma aiiiu^n. referatur^ quod eodeni initio gaudet« 

Dm! io tbmo YIll. huius Diarii pag. 552 sqq. aheram exempJum 
gonoraliua 6t valde oomplioatum, quo integrale duplex post transformario- 
nem vaeiRbUium io «andern fonnain tedibat. Statuamus enim proposfta» 
' 1» AtM aequaiione« ituer «mmi), sini|cos&,.«im;sina Knoares, 

OeUft« Joanifl d. M, Bd XV. Hfl. 9. <2£ 



=3 B + B'oo8ii + ß''ÄW»J«w&+B'''«ioii8ma, 
in qiiibus ooto qaantitates jI, A\ ,,..^ B^ B'^, . . « sunt expressiones ei 
ipsae lineares quantitatuai oet^^ fAn(ß eon^l^ff ain(ßftin\|/; patet, iindem ae- 
quationibua aoaciliari etiam posse formam^ 

= C+C'oaai>+ C^^«in<pc«lv^^-C'''ffln^M^ 
= I)+i>' ooi(P+i)'»in(Pcoat(;+iy''Äin(p»in4^^ 
ubi C, Cf ....p D, Zy^ ».•• sunt expressiönes ^learea ipiamm cosi], 
8ini]C08&, simisind". Quibus poaitis^ demonatrayi !• o«^ atatuto 

F s A + A'eo^fi f ^''«iiii]008& + ^'''BiDt|8in& 

a (7+Coo8<p+C'^i^^Q08vI; + C^''iin^8inv{;, 

n =3 B + £'oo8t) + 2;''8iBi) eMi^+B''<«hi>8ind 

s Z) + D'oo8)) + D''8injjoo8:^ + ß'"aüiif8ina, 
Ä =r [AU'+A''A''+A'''A'"'^AA][B'B' + B^^Bf'+B'''B''''^BB] 

^[A'B'^A''B''+A^'^B'''^AB]\ 

S = [C'C'+ C*C"+ e'"C"'--. C(?][D'ö^+fi''Zy'+13K'^Ä''^--.Z)JDj 

ex aequationibtts FssO, ITsO, sequi 

Si aequationea F=;rOy i7=sO ita aooipiuiitur, nt oommalatia coss}» ainiicosd', 
8ini}8ind' cum eo8^y sin^coaip, 8in(P8in\|; iipmutatiie manwnt, auf ea 
commutarione altera in q||eram abeant, elementa iater ae aequalia 

%ifSijdfjd& ^_^ sJBy rfy dy 

pl8Q|ie ettadepii forjmam habent. Eodem enim modo altemm per ^ a atqua 
atonrum per .^l', \|a^ .e^jr^mitur» 

2. 

Tradam sequentibus duo nova exempla eiiMnoA tranfdrmatioillry 
quae elementi integralia duplida formam immutatam Tdinqoit« Eum in 
6nem antomittimus 8equentia# 

Sint/s^Oy (p.csO duae aequafftenea propodlae inter qnantitatea x^ 
y ^ Pf 9ß 81 elemeutum dxdy per variabties p, f exprimere plaeetj ha« 
betur formala nota, 

\S'i^Wiy)—riyW{^^\^^*y = U'ip)<P\9)-r(9)P'(pnäpdf. 

Si ff P eoutinent praeter x, y fariabSem z, quae ab ib pendet per 



f'i»w<^)-f'<y)^(») 
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loro «^xpressionis 
poneadum erit 

•iquidem ttatnitar: 

+ /?'(«) t/''(«)<^'((r)--/'(y)r(«)]. 
Eoden modo, si /, ^ jjmMtw y», ^ oontineDt 7M4ibil«iii r, qn« d^fii pen* 
aet per aequationein PQ», 9, r) = 0, loo* /' (.p)f (9)'^f'if}^ipy p«iie»- 

dnm erit STpr» siquidein 

O = i*'0»)[/'(f)?)'(r)-/'C'')<?>'(<',)] + >"(y)f/'(r)^(;»)~/'(;,)^(>^j 

+ ^ (r) W (p)P'i9)-nf)P'(p)]. 

Quibus potttisy aequatio mter eiemmita ät 
Sit 

erit 

A- = *L/'(y)<P'(»)-/'(*)^(y»-hy|;/'(«)<r(a»>-/»^(«)3 

O = /»I/'(7)<P'(r)-/'(r)r(y)]4-yt/'(/')(P'(,,)-^/'(;»)^'(r)J 
et aequatio mtar elemMla^ 

z r * 

«... 

Statuamus porro, funotioMa /, P rwpeetu Tariabilium Xf y^ z aise homa^ 
geneas^ erit . ^ 

ubi o^ fH^ wat dimeii«iones fanctianum bomogeiiearam /, ^« Sequitor dM^ 
tem ex aaquatioQibm» 

26« 
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si eas consideramus ut aequationes lioeares inter tres inoogiittai off fp z 
propoBitas atque ut talas resolvimtiBf 

^^ = /'(r)<P'(«)-/'(«)^'(r)f 

IVz = f{x)p'(y)-f(yWia:). 

SuppODamus /ss 0^ esse aequationem renpectu ipsarum x, y^ z linearen], 

unde 

porro (^ s=: respeotu ipsarum jet, /, « mne secuDdi ordini«, 

unde 

(p'(y) 5= /a? + 4/ + i/«, 

Quibut Bubstitatif in aequationibus anteoedentibus^ prodit: 

Qusbus per g, hg i multipIioaUs et additisi fit; quod debei^ 

gx + Ä/ + iz Ä 0. 
Si banc aequationem iungimut duabus e tribus anteoedentibuft, o\ • gr. dua- 
buB postremisi atque es: aequationibus 

=s g»+hy'\-iZf 

Ä (/a_^e)a? + [i/— ^rf— .iV]j + (/>-^^c)«, 

elimloamus x, y, z, videbimus> in aequatione provenieote terminos io pri« 
mam ipaius IV potestatem duototf destraiy eamque fieri post divisionem per 
g fisctam^ 



^) Aequationem If ssO sdaoto esse aeqaaiionsm coudilionolenii ul planum et 
ccnai, quae par aequationta/ssO^ ^ssO rapraeasatauturj »e luuluo iangan(. 
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Suppon^niiis iam: 

P. coeCBdeat« a^. bf c^ d, e, f esse funGtiones homogenoas secuurfi 
ordinia quasounque ipsarum p^ ff rs coeffioieDtes vero g^, //, / eanm- 
dem quautitafum ewe funotiooes hotnogeneas lineares. Undo patet, 
duas aequationea propositas etiam hoc modo repraesentari poase : 

2^ sc a'pp^i'f9-{'c'rr + 2d'fr + 2e'rp + Qfpf ^ 0, 
deftignantibua g', h% i^ ipsarum x, y, z fuucfiones homogeneas Goea* 
res, a% b\ c\ d% e^^ f earundum quaotitatum functiones homogeoeas 
secundi ordinis« Tel snpponamiis 
2°. coefficientes a^ b, c, d^ e, / esse foDctioues homogeneas hneares 
ipsarum p^ ff r^ ooefBdentes vero ^, kf i homogeneas seoundi ordi* 
iiis: aequationes propositae hoo modo repraesentari possunt: 

<P = g^'/» + Ä'y+i'rs= 0, 
designantibua a'f b\ c\ d^f e*f p ipsarum Xf y, z functioiies homoge- 
neas lineares, f% h'f i' homogeneas secundi or<h*nis. 

Utroque oasa plane per easdem formulas, quibus ipsiiis i\^/V valo* 
rem eruimus, invenitur: 

Unde prodeunt duo theoremata sequentia. 

Theörema 1. 

fjSint propositae inicr fu<itncUates Xf y, r, />, y, r dtsat aefuatto^ 
nejff altera respectu ipsarum ar, y, z nee non respectu ipsarum Pf y, r 
homogenea linearis f altera respectu ipsarum x, y, z nee non respectu 
ipsarum p, ff r komo^enea secundi ordinis ; fuae sint aejuationes: 

tss arx + hj + ie = ^>+Ä'y+iV, 
s=5 a:e+by^'^€Z^+2dyz ^2ezx ^Ifxy 
s= cy + *'y' + c^rH2rf'f/'+2^/7> + 2/>y, 
ubi gf hf i ipsarum Pf ff r et g^f A^, i' ipsarum Xf y, z designant junc^ 
tignes fuascunfue homogeneas lineares; c, 6, r, df Cy f ipsarum Pf ff r 
et a\ b\ c'f d'f e\J' ipsarum Xf yf z functiones fuascunfue homogeneas 
secundi ordinis; sit 

erit 
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Theorem« 2p 
^ySint proposltae inter fuantitates 0^ y^-^ p, f^ r 4uüe nefuatio- 
nes, altera respectu ipsarum ß:^ y^ z homof^enea finemris^ res pect u ipsa^ 
vum p^ fy r homogenea secundi ordiniss altera respeetu ipsarum ^, y^ z 
homogen^a secundi prdinisy respeetu ipsiftum Pf (f^ r homof^ima linea^ 
r/<v; quae sint aeqnationes: 

= gx^hy^iz ?= öy^-Äy+uV+Jrf'yr+^^r/^ + a/'/iy, 
= ax^'\'by^'\^cz^'\'2dyz^2e^a!^2fxy ^ g^P + ^'9^i'r^ 
ubi gy hf i ipsarum /?, y, r et ^, h'^ i' ipsarum ijr, /, p designant func* 
tiones homogeneas secundi prdinis fuascunij^aes 0p t, c, ä^ e, f ipsarum 
p, jr, r et a\ b\ c', d\ e% f ipsarum 0f j, » fynetianes homogeneas 
lineares fuaseunfue; sit 

xx-^-yy-^zz ^ U PP+99+rr a:^ tp 

erit: 

fr Udpdq ■ .. 

ff Udx4y -. -^ « 

Si Btatuiinus 

p CS eozTff y "^ tinfjoM^f . 9 ^=^ Mmff^^, 
habemiis 

Si aequationi^8 propotitae iia oomparataa «unt in theoremate 1^, ut eommu« 
tatis X, y, z oum py f, r immutatae maneant» Tel in tbeoremafe 2. ita 
comparatae, ut ea mutatione altera in alteram ab^t: iotegnsilia duplicia 
intep 00 aequalia, ai i^=1^ aub si^no integrationb plane eaaclem exprev* 
aiones coothient, alterum ipsarum p^ fp r, alterum ipsarum x, y, z. ünde 
dieiiremata apposita auggerunt nora iexempla integralium duplicium inter 
iJmites quoMunque aumtorum^ in quibua oarta ratione algebraica. limitaa 
mutari queant, ipsia intpgraiium valoribuR immutatis manentibus. 
Regionionti d. 2. Sept 1835. 
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13. 

Fonnnlae novae in theorm transeendenllum 

elHrtieimim fandnmentales. 

(Auetore d G* /• Jacobi, prof« ord. math. Regiom.) 



Hixtat inter differentiaff qoataor quaDtitahim w, Xj y^ z relatio idetitica 
DOta et frequentmiraii «nur 

Ouae relatio y quod et fpsum notum est, ea insigni gaudet Proprietät^, ut 

valeat adhuc^ ai im looum dUTerentiaruin earam ainus ponantur^ unde prodit : 

At(w — x) m(y—z) + ahi {}v—y) rfn (»— «) + sin (jv—z) sin {x — y) = 0. 

^«80 fonmria^ posito 

etiaM aie exUberi poteat: 

vAun^h^umumk{fJ^^(^'\rii) = sin (« + 0) ««> («^ + *)• 
Fonaulam qoaereM anteoedeatia aimilem in theoria funetionuni elliptioa- 
rum^ ita egp* 

In fionnulft aota pro additione mtegralium elUptioo] 



9 , I % ■iaaaiitcotamif Aamv-f- tiDamvcosamif Aamu 

atatoaiDiia ii+e looo u^u^h looo t/| ao eonsideremiia e, £ nt oonstan« 
tps, a ut Tiiirialllem: fernmlfim ipteeedentem iHi repraesentare licet: 

1 «iaamf2tt4-«+*) »r ... *A^^^ aiii(a+a) sin amCu+ft)] 

1. «Ulalnt-«tf^-ar-^•; « £<-*&• tia» am (u+a) sin« am (i«+ fr)] du' 

onde integratione faeta prodft: 

A /** • /rfc 1 t i\ ^ ^1 <+Ä:8iD am (ri + a) sie 8m(« + fr) 

J^ V i I / 2Ä: ®1 — A:sin ftin(ii-f-'a)s>Dam(i/-f-^) 

1 I l-f-^aioama aioamfr 

ifc ^ 1— Arainama siiiamfr 

Expresaio ad laevam eadem manet, quoties a-^b eadem fit, unde etiam 
expressio ad dextram valorem mutare non debet, ai b poi^amua =^0^ at« 
que loGO a soribamas u^b. Hioo si a lo^aritbinig ad ounieros asoeodi- 
mus^ proi'eoit aeqtiatio: 



Si exnrewlonem ad laevtfn poniinui 

"**" p — i_i«rinamaBlDain4riiia!n(ii + o)Bmam(// + *), 

Q SS am am(2^ + o) siQ (e^ + ^) ~ sui aiaa am tmb, 

scquitur e (3.) 

Psin am li s!n 8in(i/ -}^a 4* ^) ^^ Q» 
quod sagg^rit forroulam quaesitam : 

4. fimaina8inainA + 8io9in£/8inani(i/*f*^+^) — fänBm(u^o)%\nam(e^+b) 
s. k^ Bin Bxna w amÄ bid amii sla «mCf/ + o) 8in am(fi+ ^) ^^ am(tt -f- a-^i). 
Quae 68t formula noyai maxixQi momeDti pw totam theoriam fiinctiomim 
ellipticaruiii. 

Si rur8U8 intrododmitt diflfereutiaa quatuor ^pantltatuiii , formulam 
(4.) aic repraaaentare lioets 

4-lt'sio 9m(w — ap) sin ani(w;— y) ain njn(ii;— x) aiiiaiii(x— ^}8itiatn(^' — z)nin am(5— .r) =sO, 

SlmSitudo formularum functiones trigononietrioas et elliptioas specianthim 
maior adhuo existit^ 81 loco afaiauni iDtrodudmus taogMtes» Pooendo 
enim a^— 1, b/' — 1, «/■ — 1, loaa a, b, Up ptodit • (4.), cum hk 
ainamCii/"^— l)«:/" — 1 tang am (i/,lr^, ai loao k* , re8tittiimi|8 moduliim l 
formula haeo; 

5» uogamataDgamft4'^'"S^™^'<^8am(ii4'A4"^)'*^^<^'>*8*ai(i#-^a)taDgam(u4-^' 
895 k^^ tangama taog amt taog amu taog atn (ii-f> o)lang am {u^h) taDgarn (t< -f"^+&)- 

Qaaei poaito 1:2=0, in formulam trigonomefrioam abit 

Ä# taog ar tang b + tang u taog ('' + ^ + *) — tang (i/ -4- a) taog (« + 4} 

s=r taog a tang 6 taog u taog (ii rf- aj taog (i/ -f- A) taog (n 4" o 4** ^)* 
In qua igitur forowla^ si loco taogentium ponioiua taogentM amplitudim? 
nil miitabitnr^ oisi quod termioiM ad Je&tram ü'aociacatiir faetorem i'* 

E formula pro additione iotegraliom aeetmdae speciei: 
E{u) + E(v) — JB(i/ + 1>) «;? i' BIO am u nm am v sio am (// + v) 
haiietur 

JP(/?;4.E(A)— Ä(a + A) « /l^sinaoi0 8]oamA8loam(i;r«f 6X 
FJa)-\- i^(a+b) — iVu-fa+A) s= i^9inami/Bmam(a+&)8iQam<i^4'0-t«6 



13. C. G J. Ji^Gob f, formulue novat in iheoria transcMd. eiiipttCw/undameHtaUes. [ 

quEbui addilif fit e (40 s 

7« J?(a)4.£(ft)4JB(ii}~ir(u-f a«|-») zsl 
i* «in am(tt-|-A) ^ib an(u-f4) m ani(a4"^) [^ 'i'^* 9>° ^^ ^ ^^^ ^'^^ sio amii sm am {u-^-^h)]^ 

^ae est .formula respectu ipsprum a^ 6p u symmetrioa* Cuiusmodi adno* 
teri merentur^ quia per ^dditiones successiyas ducimiir ad formnlas^ qtiae 
cum natura sua symmetricae sint^ tarnen «üb forma insymmetrica pro« 
deant, quam ood semper io promtu est quoinodo ad symmetriam idonee 
revocemus« 

Formiila (4.)^ metbodo assignata a me iaventa^ variis aUis modia 
demonstrari poteat« CI. Richelot hano eiua demonstrationem mihi oom« 
nanioavit;» 

Sit 

' ^ 2 — ^ — 2 — ' — p* " — 2 — ^ y* 

erit 

uf — jp 9s ß + y, M^— y 5» y + a, w;— « ä a + ß^ 

jr— « = /3— y, «— jp = y—a, x--y = a~ß, 
nnde oum generaliter tit? 

, , ^ • . ^ ain^tinu — sin* am t; 

•m am (» 4- «')«B •«»(«-«;) = j3F^;^ ,n.u.ü.'.mv > 
oblinemua : 

8iDaiii(c^~-iir)«inaiii(r*^«;; = t — i.» - a^ ' ><? - i ' in» 

^ '^ \y / 1 — jt' ftip'ampTsin'am}^' 

, N . / V »in* am* — atn* am« 

- V . / \ ai«*ama — «in*am/S 

^ J' 1 — fc^ aiD* am «raiii* am p 

Tbeorema demönatraodum est, summam triam expressionuin ad laeram 
aequare earum produohim per ^i^ multiplioatum ; aire posita br« c. 

ain^amcs ^ t, siA^amjS s t\ aia^amy = <^ 
haben identice 

qiiod facile patet, oum fit: 

Observo adhuOy a (2«) poaito 6 =£ lluere formulam : 

y© VI/ c^^ 6 j.^]ic,||,amy»iaam(i»4-ii) 

Cr^Ue'A Jooraal d. M . Bd. XV« Hft. % 
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lam 6 formula (4.) profecti aliam formulam io theoria traitscendenttum 
0(u) seu Sl(u) fimdamentalem ei cjuae alliom iiidagiBis est, adstruamus« 

fi formula pro additione integralium ellipticorum seoiindae speciei fit : 

Jf (a+a)+Jr(w4^) — E{2u+a+b) = i» sin aiii(«4-a) sin am(i#-f 6) sin am(2w+a4-6), 
E(u)'^S{u'\'a'{'b) — £(2u-f'<x-f'&} = A:' sin am II sin am(u'\'a'^b)sinam{2u'^m^b)^ 

qaaamm fbmniiariiiii altera de altera subdueta, proFeiiit: 

r(M+a)4.JE(« + &) — B(«) — B(M + a+*) = 
fc? Bin aMi(2»«4-a-4**)[ö*n am(ir+a) rih amCn-f-i)-^ sin aiai«8tii ffmvif4'a+^)L 

ün e (4^): 

E(u + a)+E{u+b)--E(u)—E(u + a+b) =s 
io am a sin am& sin ani(3u-f-a'i~^) [^ — A:*sin ain u sin am(tt-f-^) ^i<^ ^^^ (<^"l~^) ^^'^ ^mCurf-a-j-^)]« 

Habetur porro e (4.): 

[1 — k^ ain am u sin am (u 4- ^) sin am (^u «f- 6) sin am (a 4- o +^/j X 
[14* '^ sin am^ sin am 6 sin am u sin am (<< + ^ *f~ ^)I 

sss l_it^8in^ami/sin'^am(i/4-a+^)> 
unde prodit; 

E(U'\'d) + E(u + b)^E(u)-^E(u'^a^b) 

J(:* sin am a sin am 6 siDam(2w+a4-^) [* — /r*^in*amtt8in* aili(M + ^ + *)l 

l-l-'^'sin ama sinamfrbin amu sinam(u-f'a-f-^) ' 

sive cum sit 

sin am(22<Hh ^ + *)[l — *^ sin' aro w sb^ am («/ +0 +»^)] 

^^^ d [sin am u sio am (m -f* ^ '^ ^)] 

prodit: 

E(u 4. ö) + E(u + A) ~ B.(ö) ^ E(z/ + ö + by 

dlogii^fc^ sin am a sin am fr sin am t/ »inam(i/-f"^"l*'^^^ 

Unde integratfone fiieta inde a »9=:0 uctque dd ir srtei, positoque 

/ £(«) = logJ/(i/), 
si a logarithmis ad numpros ascendis, provenit formula noTa fundaroentalis : 

• 0/ ^ n/L\ 0/ \ r>/ I — TTÄ = * + *f «in am a sm am A sm am u sm am rf<4.«4.fr}. 

Quam formulam etiam sub hac (brma exhibere oonTenit; 

■^' i2aJ2(tt)'J2frJ2fii) 

Quae, ponendo 6ss~a^ cum sit J2( — u)s=iJ2(u)f jri{o)ws 1, in formiH 



lam abit| in Fundament» fraditam^ 

FadKe eliam theerema de additione integralium dliptioorum tenÜae speoei 
e (0^) daduoitur. Habetor enim (I^u% Ci*ü. T.IY. pg. 378): 

ideoque . 

lam n in (9.) seribimus Uy v loeo Oj b^ atque a ao deinde ^~- ö loeo i^, 
obtinemiis : 

J^LJZl;iZ(a)/^(u4^t;+a) = * +*'«"««' ••«••"i i- ^n a» v Ä» am (1^^.^^, 

unde^ altera formnJa per alt^ram dfvba} 



Sl{u — a )Jl{v — fl) SL (w^-v+g) l-^-fc^gJpam« si'nanm sina pn;»inafii(y<4"r--g) 

J2(ii4-o) 4ß(v+a) Ji (,«-^v — a) "^ 1 4-k^ sin am a sin am li sio am?; sio am (tf>ft^^f^ ' 

ideoque 

^'^^ ^'^ VI»/ i+A*BinamasiDamw5iiiainv»uiaui(a+v+aJ' 

quae est formula nofa. 

PoaitO;^ uti i. c« pag. 383, 

ubi r est constans, cum sit 

{ü^af^(,a + hf^\a + bf = ^' + A«-j.tt» + (i/ + a^^*)*, 
habetur e (9.) etiam pro funotionibua ^(»): 

II. >^'^+^)^('^+f)f(^^^ = l+3fc'sioamfl8in;im*ainam^»inam(iH-a+6). 

Si fuoctionem in Fundamentis adhibitam 6(0) introduoere placet, habetur 
pro rss^j^, 

unde e (11.) prodit: 

Poaito 
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babetor 

©(«) J2(m) iC*" *^"' K'" 

qnde 

Ä(a) + E(4) + E(«)-^(« + « + *) » ^ + _ + _--._i-^_J. 
Porro Uy «ti in FitndamentiSf poninras 

H(tt) SB /'i(naaitt(tt)i2(if)» 
«it 

und« • (7.), (12.) prodk: 

nve onm ait (Fund. pg. 184) t 
nrodit feranihx 

*'• e5"*"^*"*"©« ©(«+«+*)"" ©a©&ei«Ö(ii+a+6) "^ 

quam dit» ocMsione adnolare volut» 

Dedi ofim rine demoiiftnitione expresBiones algebraicas geiieralei 
rafiomn aequattommi n^ gntäMf quae traBsformationem funetiooimi el%- 
tioamm concennint» Quae Ibnnulae^ quae ipeotari debebant nt id| quod 
bactenus in tbeoria ionotionunii elliptieamm maxime reooBditam est, per 
prinoipium aoTum ao latissime pataaa a me inTentae sunt; post ope for« 
mnlae memorabiUs (10.) eaa demonstratioiie maxime elegaati atqiie ek« 
mentari oomprobare oantigik Quod soo tempore io lueem proferemut» 
ReglomoDti 21. Sept 1835. 



14. C. 6- 7. Jacaii, 4t evoluiiüne eacprtssumis (^+2 l'cos9+2/'^co«y ')■"*• 206 



14. 

De evolutione expressionis (/+t^'cos^+f/" cos ?>')"• in 

seriem infioitnin secandam cosinus multiplonim 

utriusqae anguÜ ^, p' procedentem. 

(Aaet. Dr. C G, X Jacob», pwf« matb. Rcgioin*) 



«ta 



lligregiaqi olim in Exercitiis CqIcuU Integralis^ repetitam deincle iii 
Opere de Functionibus Ellipticis, coosoripsit ill. Legendre disqoisitionem 
de evolutione expretsionis 

(1 — 2aco»^ + ö')-» 
in seriem inßDitaoi^ Mcundum cosidus multiplonim ipsius (p procedentem« 
Faeile perspicis^ principia disquisttionis extendi posse ad evointionem dig« 
nitatum expreseiouis magis compUcatae^ ex« gr. ad evolrendam exprea« 
sionem 

(« 4- * cos ^ + c Bin^ + rf cos^^ + ^ cos(p sin ^ +/wo'^)""'' ; 
quam quaestionem valde utilem sollerti nuper discipulo eommisi^ qui mox 
ea perfunctus erit« Quamyis vero in bis quoque rebus gravia restenti in 
quibus tractaadis a bovis prindpiis proficisci debes^ bec looo ad alina ge- 
neris dtaquisitionem metbodos ?iri illustris appUcabo^ Fidelioet ad evolutio- 
nem digDitatum expressionis duos angulcs involrentisy secundum utriusque 
anguli muUipIa instituendam« Expressionem autem^ ut in re minus nota, 
simplicissimaro elegi hanc 

(/ + 2 /' oos(p + 2 /'' cos Ö^)-^, 
in ouiuB evolutione boc loco acquiesoam} tbeoremate quaedam de expres«« 
sionibus complicatioribus a me inventa in alia nuper commentatione indicavi» 
Evolutionum seeundum multipla miius anguU procedentiitm coefiB-» 
efentes omnes ad numerum earum fioitum revoeari posiunt» In evolutio«» 
nibuB secundum mulHpIa duerum aagutomm procedentibus, com coefficien- 
tea sant numero duplioiter infioitae^ dubium oriri potest^ an una pluresve 
series ooeifieientium simplioiter infioitae cognitae esse debeant^ e qutbus 
rdiqiiae determinentury sive et boc casu numerus coeiSdentium finitus re« 



liqum Omnibus determiQandis suffioiat« Nam si e?oIutioaem secundum 
multipla alterius anguli ordinas^ et per niethodum vulgarem relationem 
inter coeßiüieotes quaeris^ videbis, coefficieDtes cvolutiouii propositae for- 
mare series duplititer recurrnnteSy qjiiaraiii iermioi asaigBari omnes non 
possunt, niai aorum infiDiti nuraero dati siot. Sed oum evolutionem se-* 
cundum altemm ([uoqtie angulum ordinäre liceat, alteram eruis relationem 
ab antecedcnte diversam, quo intelligitur, covjficientes eValationis propo^ 
sitae formare series dupliciter recurrentes secundum duas scalas inter 
se diver sas. Generaliter qnideni eiusmodi aeries dupliciter recurrentes 
formari non ponsunt^ quae duabus Bimul 30alis quibusounque satisiaciant« 
Est enira problema plus quam determinatum ^ Bive unusquisque terminus 
«d anteeedeiifta pluribiis nrodis revocari poterit^ unde fieri potest^ ut ex. 
aequatioDibiis inter oeSfHcientes ^ ijtias duae iHae 9oala0 afippeditant) aliae 
aliis oontradicant. Si vero^ ut in quaestione postra^ eiusmodi series re 
verd dantur^ aequationes , quas dnae scalae suppeditant^ cum sibi ipsae 
eontradieere nequeant, aKae alns contineri debent, sire complures« ex ea» 
riim numero erunt abnndantes. Videbimns igitur, per alteram scalam 
Ceeffieientes nuniero dupiiciler infiaito ad series oaruni unam pluresve sim* 
pliciter tnfinitas revocari; aequationes dcitido, quas altera scala suppeditat, 
pars ulteriori reduotioui adhiberi poterif^ pars abundabit. Qua reductione 
uheriori, facile libi persuadebis^ quaecunque sit expressio oosinuum vel 
ainuum duorum angulorutn rationatis fiuita, cuius polestas secundum mul« 
tipia utriusque anguli evolvenda proponatur, perveniri ad coeffidentes nu« 
fliero finitaS) ad quas reh'quae omnes revocari possint. 

In casu simplici, quem hie consideramus habentur duae relationum 
8cala6 inter quinque eoefficieufes 

Pl,?i Pi--i,i'9 Pi-^i.i'i Pi^i'^-n Pi,y^\y 

e quibus unam eliminando, quinque alias deducere liect^ quarum binae re« 
liquarum locum teneot. Allerius relationis ope cocfiicieutes omnes ad duas 
ear um series simplioiter infinitas pi^^^ pi^ i revocari potaunt ; quarum deinde 
termini omnes per alteram relationum scalam ulterius reducuntur ad qua« 
tuür, ex« gr. afd hos^ 

Praet^rea aequationes ex altera scala proveniunt numero dupliciter i«finilo 
abundantet« Quae quomodo reliquae eontineaBtury accurata ratiocioatioBe 
demonstravi» 
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Numerus coeflicientmiii, ad qnas reHquie omnes revooari possunf, 
coDilare n^quit» nisi aufea oonateti quaeoMs aequationum^ qiiae inter coST« 
fiaientes evotutionU iooum halrnnt, abntident seu ex reliquis sponfe fliianf» 
Nam unaqoBque atsqitatioiiey quae reliquis hob continetur^ ille numerus 
mntate miuuitur. Sire auiem ad caloulum coSfficienCnim Hlis reduottouibus 
uti placet, sive aoD^ id sonper grayissimi momenti est, ut bene scias, ad 
quemnam earum uumerum omna revocare liöeat. Distioetio ista iu aequa« 
tioneii ad reductioii«iii oocffßcietitium neoessarias et in aequationes afmii« 
dantes »eu snperfluas in casä tiostro simplici sine magna difficuitate trcoisvge- 
batur; sed in cmibus magis complieatis fieri vjx potest propter calcniM 
incxtricabiles , nt geof^raliter ex ipsis aequationibus cognoscatur y quaenam 
reliquis contineantuf« ^hia de re ipsas examinaYi aequationes duas difiPe« 
rentialos, e quibus relationum scafae petuntur; quo facto regulam geni^ra« 
lem inveni, qua aequationes abundantes a neoessariis distinguantur , quani» 
vis complicatae illae sint expressiones , quarum potestas evolvenda propo« 
nitur. Se iunctis igitur aequaüonibus abuudantSbus , In reductionibus per 
reliqua<( effidendis non metuendum est, ot in aequationes incidas identicas, 
sed regulae illius benificio tuto et sine omni ambiguitate omnibus oasibus 
nomerum niinimuin coeffioienfium assignare rales, quibus reliquae omnes 
determinantur» 

m 

Ex aequationibus 9 quae e duabns relationum scalis sequuntur« aliae 
innumerae fermäri possunt, quarum eas prae caeteris consideravi, quae alte« 
mm indioem enndem habent^ siye ordinata «irohitione secundum cosinus 
muMploram aUerius anguli, qui in ftmetiones alterius anguli multiplicaniur, 
secundum eoskrM ttialtiplontm eins prooedeates, relätiones inter eocffi« 
dentes harum functionum uolus anguli inrestigavi. Relationum scala, quae 
invenitur, est inter quinque terminos ae proxime insequentes, qua omnesi 
uti fieri debety ad quatuor rerocantur« E qua deinde scala aequationes 
differentiales deduxi, quibus ftinetiones iHae sätisfecere debent; quae tertii 
orditffs inyeniuntur. Ubi ^ero aequationes iKae dHFerentiales directa vm 
de aequationibus düabus differentialibus deducuntur» e qiiibns duae relatio« 
num scalae fluunt, aequafiones dilFe^ntiales assurgunt tantum ad ordinem 
seeimdum. Sed aocidit, ut relätiones inter coefBcienles functioduln fllarum 
unius anguli ex aequationR>u& differentlalibns secinidi ordinis magis com« 
plicatae e?adunt, quam qoae ex aeqnattonibas dilferentidilibus tertii ordi« 
BIS prodibant« 
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Sub finem adsfruxi formulas, qaibus ooeffici^ntei evolutionis ex« 
preuioiiis / + 2/'cos(p+2/"cos^')'"^''+^^, qoas f,-^^. diccjniis, per ipsas />,;j, 
siva per coef&cientet evolutionis ipsim {l'^2l'co%^-^2l"ew(p'Jr'^ expri» 
mantur. Quod iieri posse, facile pater. Hanim enim expressioDes per 
illas facilUnae iii?eDiuntur, sola mitltiplicatione per 1'\-21^cm9'\'21'^c(m(P' 
facta« Unde quatuor coefficieDfes p;^^ ti per ipsas ^/^i# exhibemus^ quae 
et ipsae ad quatuor revooari possuof , singulaa fi^ ^ ex tpait pi^ i^ per resolu- 
tionem quatuor aequatiouum liaearium obtinea. Qua in re areumspeotione 
quadam ageadum est, ne ia calculos proIiKiorea iucidaa« Per ooDsidera«» 
tionem ralde faciLDm et directam ioTeoi quataor aequationes linearea sim« 
plioissimas^ quibiu» /;,^|., Pt^i^t'f Pi,u^p Pi^i^i^^i P« 9i,P9 9i-h^t 9hi^'<$ 
9i^i»i'^i exprimuntur. Quae formam curiosam habents 

in quibu9 adeo (/^=0; quod aequatiouum genus per solaa additiones p^ 
subtractioDes eleganter resolvitur^ 

Quoties problema a resplutione aequati<mam linearium pendet^ hcN 
die seorsim examinare solemut casum, quo resolutio fit illusoria» si?e quo 
de&ominator Taloribus ' inooguitarum algebraicis communia eraiiesGit« Qui 
casus in hac quaestione obvenit, quoties ralor absolu.tut ipiius / aequat 
summam Talorum absolutorum ipsarum 21\ 2V\ Quo easu memorabili 
ducimur ad novam relationem iuter quatqor coefficienteiiy ad quas reliquaa 
omoes revooari possunt« Upde eo easu coeTficieotes omnes revooari pet«» 
sunt ad tres. lam ipsas formulas apponankus« 

2p 

Propositum sit, expressionem 

/^-'•ä [/ + 2/'oo8f) + 2/"oosq&^]-' 
in seriem infinitam erolvere^ secundum cosinus muUiplonim utriuiqM ani« 
guli <Pi p prccedentem) quam aeriem r^vaesentemas per formulam; 

designante e basin logariftbmprum naiuralium|,atque indicibaa i^ i' tribiitia 
valoribus Omnibus a — ao nsque ad -^oo. Cum in avolutiona propMÜa 
tantum cosinus angulorum inveniantur^ fieri debel 

pijti' = Pi^^i =5 p^^ = />-i W' > 
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unde ^ ifm i, i^ ralores tribuuntur a 1 usgiie acl oc, seriem propMifam 
etiam hoo modo repraexentare possurous: 

Coefficientittm /';,{# habetur expressio per integralia defioita, 

I JL^ f^ f^ cos I y CO» Vfp' dip dq>' 

Quae integralia demonstrav! nuper tramrormari posse in liae : 

*• ''s*' — 1^» • 1.3....2i-=TX3....2i'"-l Jq Jo p+2^co59)+2i ' cos7J']'H-'+*' • 

Relationea inter eoefficientes evolutionis pi^i* nanciseimur hoc modo. 
Statuamus UssC^-^, eril 

€<y' ' dqp' dip* ^ ^ ^ dtp 

In quibus aequationibus sabstituamus expressiones 
quo facto dl atatuimuB prodire: 

invepiiur : 

+ (n — 1 ) /" (/»i,i,^— /»i; j^l] , 

E (5.) faräle sequitur: 

de qua aequatione exponentem n et constantem / prorsus abiisse ridemus. 
Porro sequitur e (6.), C^«)^ 

Creüet Journal d« M. Bd. XY« Hft. 3. 28 
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Pime ütHjuationes (5.) sive (6.)^ in qiias primum iaoidimus^ suut inter 
c|nini|iie rerminos /7/,,v, /?;-i,«'> /'z+iim /^v'-m />i,f+i ; quarum iinam st elimi- 
namiis^ qnod qiiinque niodis fieri polest » pervenimus ad quioque aequa*- 
tvones (7.)* (8.), quae tantum inter quatuor termiaos sunt. Septem ae- 
quatioQos {(i.), (7.)^ (8.) omnes e duabus qiiibuslibet ex earum numero 
proveniuut. Si. vero datum supponis, haberi pi^i,:= p^ii,^ aut Pi\i'^=^ Pi.^i'f 
siiFlioit unica aequatio. Nam si /?; ,« = /7./^,v , mutato i io — / aecpiationum 
(8.) <iuae priores; si pi^ii'=^ Pi^i'^u mutato i* in — i' aequationum (8,) duae 
posteriores in se inyicem abeunt« 

Formulae (7.), (8.) exoeptionem pati Tidentur , si n = 1 ; co enitn 
oasu duae aequationes (5.) seu (6.) in eandem abeunt, neque fieri potest, 
iit roliquae ex iis deriventur. Sed observo, aequationem (7.) etiam di- 
recte derivari poHse ex aequatione differentiaii ^ quae generaliter yalet| 
quaecunque sit ü ipsius ^ fuootio: 

quippe .qtiae oasu nostro^ suLstitutio ipsarum ^ ü expreftsionibus , faoile 
tuppeditat : 

d(fj dw' d(p* d(p • ' 

undo etiam pro n^ss\ habetur J]^;, s 0, quae est aequatio (7«). Cuius 
upo deiode reliquae aequationes (8.) demonstrantur« Casu igitur /i = l, 
babentur e (6«), (7*) ioter ooelBcientes erolutionis ipsius 

aequationes 

* • i = i'l' (pi^,j. ^ pi^,/) — i l"(p;js^i ^P..,^i). 

«{uarum prior otiam de aequatione LU^^- i derivari poteat, quae simul 
eius exceptionem indicat y quae pro 1 =s /^ ss locum habet« Quo oasa 
aequationis illius expressio ad dextram non evanoseit, sed unitati aequalis 
fit, sive habetur: 

1 = //^o,o + 2/V,,u+2/>o.i- 
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Yideamus iam^ quiDain nit oumerus minimus oooilßcii^iitiuin pa^y ad quem 
per rdationaB ioventas reliquae omoes reyoearJ possirit. 

3, 
Ex altera aequatioiiuin (6.)» ex. gr, e prima ffij, := patet^ coeffi-^ 
eientes unmos p;^;. liiieariler exprimi posse per pii, et piy^ qiiippe qiiae 
fariuula geDeraliter docel^ qiiomodo per coeflicientes piM^i^ pi^i» ooäf/ioien^ 
tea Pi^^i aive etiam per /9,,,v^i9 Pui' ip^ao pi^ii^i Ilueariter exprimaBtiir, Vi 
varo coef&oientea pi^uf Pu ulterius reducamus^ advocanda est altera aequa« 
iionum (6.) h^i, =^ 0. In qua »i primum ponimiis i^ =^ 0, prodit pi^._i =: 
Pi^if undc 81 idem facimus iu aequatiooe ^,^,-. = 0, prodit: 

ciiius formuiae ope coefficientes pi^i iam ad cocllicieDtea p^i, revocantur. 
Porro io aequatiooe A,-^i# ss statuamus i' = t : ex aequatioiiibus g^i^i = 0, 
A/.iSsO derivantiir quatuor aeqiiationes (8»), in quibus /^s=l poDatur, 
Quariim terfia auppeditat: 

14. =:: I [//»,,. + 2 /'>,,o] +/'((/+'»-2)/i^M + (i-// + 2)y.^.,,0, 
coiua aequationifl ope vice versa coeOicientes ;>;^o P<^p ipsaa pi^i exhibentur« 
Utraque (t3.X (1^*) iunotiui adhibita^ facile e quatuor coefficientibus /^o.o« 
Po,ii Pi,09 Pi,\ reliquae pij^y pi^i determioantur, in quibus /^l. Positö enim 
in (13«)9 (i^**) ^^ U babeotur p^^^^y P2,ii posito deinde ^==2, habcotur 
P^in pi.i ^t ^^9 porro» Neo non ex aequationibus appoi^itiA facile demon- 
Btratur^ quod natura evolutiouis propositae poscit, haberi generaliter: 

Uode (|uaefttionem reatringere licet ad eum casüm^ quo i, i' valores ponl* 
tivoa habent. 

Prorsua eadem ratione ope aefpiationum g,^^ = 0, A„ ^^ = 0, //, ;, = ü 
coefficjentea pi^ii omnea ad quatuor reducuntur. Nam c gi^^ -ss- ornnefl 
ad pa^i», Pi,i* rtwocantur; porro e ^(^^, = fit p^^^i^^sz p^-,^ uiide ex aoqua- 
tione /io,i/=;() revocatur ;>i,,v ad p^^t^i dooique si e ^i,i' = ü, ä,^,v5=:0, de- 
ducimus primam (S.)» etiam po,is ad p^^i, revocari potent. Utraque aequatione 

iuootim adhibita, coefficienteR /lo,;., ;>j,,v, ad qua« reliquae omnes p!,i, re- 
Tooatae auot, rursus ad quatuor />ü^, /Jo,i, Pi,of Pia 9 »icuti supra, revocantur, 

28^ 
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4. 

Aequationibiis g%-^i,^s=iO, A^^qSsO, AjissO^ vidimus ooefficientes /»^y 
omnes per qtiatiior deternunari; sed ut certum sit^ huoc esse numerum 
miDimum coefficieDtium^ ad quas reliqaae revocari possiat^ insuper demon- 
straadum est, aequationea reliqiias hi^i, s=: ex illis sponte lluere. Nam si^ 
ope aeqqatioDum iilarum ipsis pi^i, expressfs per quahiör ex earum nu« 
tnero, vel una aeqaationum A.y.sO^ io quibus i'^l> sive i^'^O, doh era* 
deret idenfica^ baberetiir noTa inter quatuor illas ooefficientes relatio, ne« 
que is foret roiniinus coeffioientium numerus | per quas reUquae deter« 
mioeutur« 

In fiocm propositum demonstrabo ^ si aequationum (6.) altera va- 
leat pro omoibus ipsius i' yaloribus» altera vero looo i^ posito et i' et 
/' — 1, eandem ralere^ loco i' posito i'-^U Quoties vero aeqiiationes 
(6.) vaieot, loco i' posito et /' et i' — 1, pro iisdem ipsius i' valoribus 
Tai^bunt aequationes (7.), (8.); et vice versa, si demonstratum erit, unam 
aliquam aequatioDiim (T.), (8.) valere loco i^ posito i^ '{'If cum altera 
aequationum (6.) pro omnibus ipsius i' valoribus valeat, etiam altera ae- 
quationum (6.) valebit, si loco i' ponitur /'«j*^* 

Proficisciraur ab aequationibus, quae e (?•), (8«) proveniunt: 

c) = fi^. 

= '' VPi^tj' + 2 rpi.,] + /'' [(I '- 1 + /i - 2);.^,.,., + (/'+ 1 - 71 + ^)Pi^:,,^^l 
E a), A) sequitur; 

quae formala e c) in hanc mutari potest 

quae tandem e «I) fit: 



Bire divisione per /'' faota, 

Videmus igitur, ex aequationibus a)^ b)^ c)^ if) sequi aequationein e)p 
unde Bi pro omnibus ipsius / raloribiM habetur ^>v'^i=bO, f^,:=sO^ f^i^+i 
= 0, Ä;^i/_A=sO, Ä£^i/=0, ideoque e (7,), /,//_i2=0, /,£/=:0, erit etiam 
/v'^-i^O siFe A,^j/^iss0, q« d. e. Et cum etiam ex aequationibus n)p 
O9 ^)5 ^) sequatur b)y eodem modo videmuS| ex aequationibus f^i^^^i «=^0, 
^i,!* ~ 0, ^f,,v+i = 0, Ä.,£/^.i = 0, Ä/,jv = sequi Äi^,v.i =: (>. Ünde si Talent 
aequationes ffi^i,zszO pro omnibus ipsorum i, i' valoribus, porro habentor 
pro omnibus ipsius 1 valoribus aequationes ä^-^o^^O, ^;^j=:0^ generaliter 
etiam pro omnibus ipsorum /| i* yaloribus (et poaitivis et negatiiis) val«« 
bunt aequationes Ä/,v=:0. Hinc oum ope aequationum ^,,(/r=0^ hij^^szO^ 
hf^i = Goefjficientes p^i, omnes ad quatuor ex earum numero reducaniuri 
patet^ eum numerum per reb'qtias aequationes Ä,,i/S=0 ulterius reduci non 
posse, quippe quae illis ex illis sponte fluunt. ünde etiam^ si per aequa« 
tiones ^f,,/ = 0, A,^^ s= 0, A^^i = coefficientes omnes per quatuor expri« 
mimus, earumque valores ita expressos in aequationibus ^1,^/ = substitiü» 
mus, in quibus f'^U sive /'<I0^ aequationes iUae identioae evadere debent« 

5. 
Ut ex ipsis /»ü,o> p\},tf ^1,0 j Ps.i deducantur valores ipsarum /?;^o 
quae indices proxinie maiores babent^ adhiberi possunt aequationes 9 quae 
e (8.) fluunt: 

(n - 2) /'>o.5 = //»ü.t + 21' /»,,, + n l"p^, , 

15. { Cn^3)l"p^, = 2 /^^ + 4 />.,, +(«+!)/>„,., 

(„^4)/'>,., == //»„. + 2 />,,. + («-.2)/>,^, 
(« - 4) />,^ = //».., + 2/'V.,. + (n-.2) />^, , 
etc* cte* 

Si in duabns aequationibus postremis substituimus ipsaram /Pb^^^ /^2,0 9 /^i^ty 
pfA valores per po^ , p^^t 9 pi^ y Pu expressiv quales per aequationes ante« 
oedenles exhibentur, duo ipsius p2,7 valores^ qni inde prodeun^ enint iden- 
tici; unde earum aequationum altera abundat« 



Quatuor ooeflideDtes^ e quibus reliquae determinantiir ^ geueralius 
statu! possunt 

PiJ'f Phi'-'t^ pMj*y Pihi'^i MVe pi^if^ />/,*'+i> Pi^hi'9 /^i+«,«' 

sive qnatuor^ quae alterum imlioem eundem habeut, ex. gr« 

Ptt,o 9 Po,i > P0,7 i Pofi MVe pojii 9 pljH 9 /^2,0 > P^fi y 

«ire generaKos quatuor quaeciinque p„^ ^ , pp^ ß, , Pr^r^ P^ ^' » *'^** ^^^ 
nnlla babetiir relatio^ Bis enim per p^^y /^o^i» /'j^o» Pm expreanft, hae 
vice Vena per illaa exprimi posgunt« Poribi» expre$aiouibu8 aubstitutis ia 
valore cocffioieutis cinudibet ;?,,,>, per /?o,o, /»im, Pi,^9 Pi,i exhibito, babe- 
\m pi^i. per /);,,.*, Pß^ß^y Py^yy />^, 3' expreMuoi 

At quatuor illae coeffioientes^ e quibus retiquae determinentur, non 
dlfgi possuot e Diimero coefficientium 

/>V > /^i-J,»'> PUt\,¥% Pi.VjT'U Pi,Hlf 

ffiter qitas duas aequatioaes (6.) ioveiiiiDtts« Nam inter quatemas ex ea« 
min niimero una iiabetur relatie^ aeque ex us ullamy aliam daterminare 
Uoet nisi quintam« 

Caiiu speoiali, quo n fkumenis integer positivus aut negativus alia 
ioauper exciudere debes ooeffieientiom sjstnnata. Ex* gr., si /2=s2 aut 
n SB 3, eatcludere debes systema coeffioieflittuni />o.o > Po,l > Pi,o i /'i.i » quippe 
iater quas e (.1^*) ^^ nz=:^2y duae babeutur relationes: 

^ n s^ 3 1 una reiatio : 

= //!,,, +2/%! + 2 /'Xo. 
Innumera alia sysiemata triam coeffioientiuni , inter quas relatio (ioearis 
babetur^ eo casu ob t ine«, ponendo in (8.) /^s/ -f-/z— 1, unde fit: 

Neque igitur, si n numerus integor positivus aut negativus^ e quatuor coef-« 
fidentibus^ per quas reliquae^ eximmaatur, esse possuot ^es, quae in (16.) 
inveoiutitur. 

StatuamUSi coeflicieiites omnes pi^i. per quatuor ex earum uumero 
p9 P% /^^ P^'* €*xpressa8 esse ope aeijuatioounn : 

;> • ,., « II i i..p^ f/r, ;../!+ H'i[i. . p" + H'lj. . p''\ 

aequationes omnes (6.) et quae ex Us deduci possunt (7.), (8.), subAtita- 
tis illis ipsarum f/^,v valoribus, idcnticae fieri debenf^ sive termini in pj p'y 
p**j p'^' diicti s<Myrsim evanescore debent. Hinc sequitiir, af^quatioiies (ö.), 
D6C non (7.), (8.) udhuc. vaiere^ si in iis loco p scribatur aut H aut H^ 
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aut H" aut H'", Habentur igitur e (6.) nit«r ipsae Hu, aeqiiaüooe» : 

Qitarum aequationum ope qiiantitat^s omnes ///,;. per Cdrmiilas plane eas- 

dem atqiie p^j. e rftiattior ex earam nnm<vo defMmhiaotYif. El aei(U6H 

tiones plaoe easdem haberaus inter quaotitates H'^i,^ I^'Uy J^l'}** Si 9ta- 

hiimtis 

P =*5 Piu^ y P' = PiA f P" « P^^ > P"' = Pia j 
erit: 



»'' Tl'tf/ 



Qiii Talores oronibua Hi^i*9 Jii,i^^ ^i,i*9 ^^Z' d^t^rmiaandis suffiekiDt« 

Tidimus antmedeniSbus , relatioiies omoes^ quae inter oo^Tfroieiites 
eToIutionis propositae locum habent^ et quae ^x aequationibus differentia« 
libus (3.) profeciunt, distribui posse in duas classes, quarup altera eas 
oontinet relationes, quae ad reduclioneiii coefBcieotiam ad mioimtiin ea- 
rum numeram neoessariae sunf^ et quarum nulla reliquis oontinetnr; altera 

deduei Dossuut. 



Ginn vero pro expresaionibi» ipsius ^ magis eamplieatis ista deductis ralde 
molesta sit^ demoDatremus ^ quomodo pro expreMiODe ipHiaii Zu quacuoqiie 
distributionem relatioiiuni inventarooi in necessarias et superfluaa ex ipsia 
aequationibus differentialibus petere liceat, e quibus relationes illae prove- 
niunt. Antemittimus obserrationes seqseotea« 

/iy 17 fuDCtiones ipsarum ((>, (p* quaeouoque, ac stafuantur 

d^i ' dff dfp ' ^ ^d(p ' 



erit 



ideoque 



äff dff "* ^^ ^Vdip d^^ dff'^dipU 
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(—)II-J.*'-S|.*] - 41?-^ 

«ive 

Si Z/ssA*^» habetur identioe OsrO, 0'sO, e qqibus aequationlbiis^ posfto 

duo proreDiunt systemata aequafioDum, quae inter ipsas f ;;. lootim habere 
debent Sed ubi per alterum systema iam ideotiee habetur <^::^0^ erit 
etiam e (18.): 

Ope hnnui aequationis^ posito 

eolffficieiitaa P| ad aerfnm eanim mimemm reroeaiifar P«» Pß^ P, oei«; 
qmbus eTanesoeiitibiiSt omnes P| iponte evaDeaeunt. Unde in altero ae» 
quationum i^irtemate numero i tantum Talores a^ /3» y eet« tribuaatup 
naoeiie art. Eidem aequationi (19#) etiam aatisfit, si |ooo <t^' ponitor 
llj^-c«^», unde posito 

etiam ipsae H^ omnes ad H., i7^, Hy cet* revocari possunt Qua de re 
habetur haeo regula generalis; 

^Vesignante A expressionem ipsarum oos(D> sin^, cos(P'| ain(()^^ f<ra/ra« 
cunjue rationalem^ integramf finitajnt sit Usp:ör* in ^seriem evo* 
litta ^ Pi^i» e^'^^^^"^ , fua substituta expressione prodeat: 

statuamus porro, posito 

coüjficientes^ ad fuas reli^uae H^ omnes revocari possunf^ esse H^, 
Hp^ Hy ceU: tum ex ae^uationibuSf fuae inter ipsas p^^^^ locum ha* 
hent^ ^M==0, Aa,.v — 0, /v,,v = 0, Äy,,v = cet. relifuae ///,,, = 
sponte fluunt; illae autem^ msi casibus specialibus exceptis^ omnes a 
se independentes sunt.*' 

9uo(ies ök formam habet A-^-Sowip-^Cnm^, ubi A, B, C sunt 
functiones ipsius (P^ si ponitur 
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notum est, e H^, H^ reliqnas omnes H, deteriiunari; quo igitiir casii, 
sicuti In nostra quaestione, ad reductionem ipsarum /?,;. aeqiiationes ^f. ,.=0, 
^0,!' = 0, //j,,, = er giißjn'unt et neoessai'iae sunt ; reliquae A,- 1» -=: illis 
Gontineotur. 

Si /2 = 1, aequationes^ e quibus relatioues inter ipsaa pij. peti de« 
bent^ sunt 



Statuatur 



erit 



• c/qp' dq) dq' d(p' 

rfA r7* dA d* _ .^, 



Hinc, ul)i per alterum aequalionum sjatema satisfactum est aequationi 
(D^^0| sponte etiani habetur 

Huhis aeqiiationis ope^ si statuitur 

Goefficientes U, ad certum earum numerum 7/«,^ //^^ f/^ oet. revocantur, 
quibus evanesoeotibus omnes reUquae H^ sponte eyanescunt ; unde in altere 
s/slemate aequationum,« quod e $' = provenit, indici i isti tantum va-> 
lores a, ßy y cet. tribuautiir necesse est, cum conditiones, quae reliquis 
ipsius / valoribus respondent, ex illis sponte demanent« Quae est regulae 
generalis modificatio quaedam, quae casu /x == 1 looum habet» 

Si per regulani appositam vel ullo alio modo aequationum, quae 
inter ipsas pi^i* locum haheht, distributio in necessarias et abundantes facta 
est, numerum ipsarura pi^»y ad quas reliquae omnes reTocari possunt, et 
quae ipsae irreductibiles sunt, 6ine omni ambiguitate determinaH. Quo 
iiumero invento, si ex aequationibus gii, = 0. hu» =; ullum aliud sj^stema 
eligere plaoet, cuius ope omnes p-.^i, ad illum numerum rcyocare licet, has 
quoque ut necessarias considerare licet, ac certo scis, reliquas illis conti- 
neri« Alioquin haberetur nova relatio, qua coefficientes, ad quas reliquae 
omnes revocatae sunt, ulteriua reducerentur^ quod fieri non posse suppo« 
situm est. 

CitUft's JouratI a. M. Bd. XV. Hft,3. 29 
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7. 
Per qiiartam aequationam (8,\ 

terminii quorum «eoundus index i'-{*l> P^ ^'^^ exprimuntury quorum se» 
eundus index proxime antecedens i\ Quas expressiones ü substituimw 
in aequatione 

quae obtinetur e tertia aequationum (8.) ponendo i'-^l loco l^* proyenit 
aequatio linearis inter eas tantum ooeffioientea pi^i,y quibus alter index i* 
idem est« Quae^ indiee omnibns ooeiBGieiitibus eommuni omisso post le^ 
nes redaotiones fit: 

20. = /7'[(i+I)(i+i'+/i-2)(/-i'+n-2)/>;.,+(/.lXiW^^^ 

+ 1 [2 (/'• _ (n —If) V V + {P— 1) (/^ + 2 V /' + ^W')\pi. 

Cuius aequationis ope terminus quilibet pi e quatuor anteoedentibus deter» 
minatur; per quam igitur omnes ad quatuor p^^ p^y p^y p^ revooare lioet« 
Permutando l' et l^\ i et i\ e (20.) aliam eruis aequationem inter quin« 

que coe£Goientes Pi,«v.29 Pi.i'-^t Pi^f Pv'-m» Phi^-^^y quibus prior index i 
idem est. 

Aequationem (20.) etiam sio exhibere licet: 

i«;'7n:('*+i)^-.+('-i)ri4.»-2/>i 

Casu n = I forma etiam haeo ei conoiliari potest : 

('"~$)''*[0' + l)f».-2 + ('~l>.-+,-2/>J 
= /(«^-l)[/"(A^,-, + P;+«)-h2//'0»^,+^.-^)+(/»+2/'*-4/'>J, 
quae paullo simpUcior est« 

Podto 

cum Sit e notatatione adhibita, omiftso posteriore indiee i\ 

P,, = /f + 2;iiCO8(P + 27?2C0»2(P + 2ff3Cog;3(P + ... , 
functionem P^ ope fc.lationutn (20«)^ quae ioter oocffieientes /?, locum ha- 
bent, per aequationem differentialem linearem definire licet. Quam hoc 
modo iuqiiirimuf!. 

Aequationem (20.) in formam redigimus sequentem: 
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m 

«. [a _ fl' (/ _ 2) + c" ('■ — 2)* — (/ — 2)'] r;>i-^ 

+ [Ä'(/-l)-Ä"(/-l)'+2(i--l)T//>._,4-lV'* + c"'''']^-, 
erit 

a = 3 (/" — «'), o' = — (i"— Ä« — 6«), o" = -(9n4.qx 

i' — 0(0« — t), 6" == — (2n + 3), 

c' = 2[i"— (rt— 1)'] — (//+2/'/'— 4/"/'0, c"' = ii+2i'r—4ri". 

lam statuamus 

c" /' /'[(/+ 2)>/+,-(/~2)>w] + Ä"//'[(* + i)>H.i- (»- i)>i-i] =* ^r. 

erit aeqiiatio propocita: 

21. o=:i..+L:.+Lr+Lr. 

Habetur auteni) ipsi / valores omnes a — ■x usqne ad -f* ^ tribueodo : 

unde 

— [2a'y'/'eo82?)+2i'^/'oo«(p + c']~^ = SZ/iaini^, 
2[a"/'/'apa2(P+*"/^'«'n^]^' = S^f'J'Bin/^, 

[2/'/'co82(f>+4//'coa<P + 07-? = "SL/Üniq}, 

Quibus sumtnatis, «imuique ipsarum a, a' wA, raloribus substitatu, prodit 
e (21.) aequatto diff'erentiali« qua«sUa| qua functiooem Pi, defioire licet: 

22. 0^ MPi.-\-M'^-\'M" ^ + M'" ^ , 

siquidem statuitur: 

M == — 6(i'* — /i')/'/'8in2(p, 

M' s=s2(/'*— /»'— 6/i)/'/'co82?) — 4(2/z— l)//'co8(P 

—2[f'*—('» -!)']/'/' + //+ 2/'/'— 4/"/", 
M" = -.2(2/i+3)/'[/»in(p+ /' Mn2(pJ =s --2(2/i+3)^8in(P(/+2/'oo8<p), 
M"'ä 2/'/'co82(P +4/i'co8^ + // + 2/7'— 4/"/" a= (/+2/'co8(P)»— 4/"/". 
Expressioiieni M' etiam hoo modo r^raeieotare Kc»t: 

2»» 
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M' = (/+2/'co8(P)^— 4/'''— 4(/'*— (/i4.1)«)/'^!u'(p-8/i^co8^(/+ 
Permiifatis ia aequatione differentiall l' et l'\ i et i\ cp et (f>% altera m 
eriris^ qua definiimtur funotiones ipsius ^\ quae ia evolutione proposifa 
in Cosinus muUipIorum ipsius (p multiplicantiir. 

Integratio oompleta aequationis differentialis tertii ordinis propo« 
aitde ooD pisi easibus «neoialibus suocedit; sed eius unum integrale primum 
obtiuebimus sequentibus« 

8. 

Operae pretium est^ ex ipsis aequationibus (3.): 

dif ' d^ ' d(p' • dfp^ ' 

via directa derivare aequationem diflPerentialeni , qua funotio P^^ defioia« 
tur, Quae simul metbodus oasibus^ qutbus ^ formam magis complioa- 
tam habet, adbiberi poterit, quibus oasibuft methoduB| qua antecedentibus 
usi sumus, nimis molesta foret» 
Sit rursua 

ac poDatur 

/ + 2/'oo8(p = ^, A = ^+2/'' 00«^', 

unde etiam 

Expressionibus ipsarum A, 1/ substitutis in duabin aequationibus diflPeren« 
tialibus, babenlur aequatione« duae: 

= )'MP^+/"(p^.,-i-Pi^.,)]+('.-i);"(p,^-Pi,+,), 
= ^'^'+'"('-^+^)+'.^.PA 

Quarum priore differeutiata, ope posterioris proveiut^ 

•,dA p ;// f ^ P*'"! dPi*+i \ 

rf(]P \ dq> dq> f 

Statuamus 

dv '^ ' dq>* ^ ^ ' T^J "" ^ • 

dtp •" '^' i/y' ~ '^ > €fy» ~ » 

e duabus aequationibus proxime antecedentibus provenit: 

2/"p;^, = — ^jp;,+(/'— /7)^'p,.,, 

Si in priore loco i" ponimus i^+^y prodit addendo et subtrabendo* 
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ex bao et posteriore elimioata P:.^it prodit: 
sive 

qua differentiata obtinemuB: 

uode, roiiltiplicatione per u4^^ faotaf 

23. = {je^^V'^)A'P;. 

quae est aequatio differentialis linearis seoundi ordiDiti cui funotio P|^ sa« 
tisfacit. 

Aequatio (23.) valet, quaecunque in expressione 

sit A ipsius (P fuDctio; casu nostro substituendum est: 

A ^ 2 + 2/'cos(p, ^' = — 2/'8iu(p, ^'^ s — 2/'cos(p. 
9uo casu ut et (23.) aequatio tertii ordinis (22.), supra per aliam metho-» 
dum inventa, doducatur, aequatio (23*) rursus diftereotietur , quo faoto, 
cum slt A^" =: — A' termioi onmes p^r ^^ dividi poterunt, uiide prodit i 

24. = (y/^— 4r')Pjr+C2« + 3)^^'P;' 

quae cum aequatione (22.) oonyeoit« Cuius igitur yice versa integrale est 
aequatio secundi ordiuis (23.). 

Aequatio (23,), quamm inferioris ordinis sit atque illa supra inventa 
(22.)9 tarnen condendis relationibus ioter coefficientes evolutiouis ipsius P^ 
minus idonea est. Nam e (22.) petuntur relationes lineares (20.) inter 
^uinjite coefficientes p^ se proxime insequentes; contra relationes lineares» 
quae e (23.) petuntur^ inter septefn erunt. Generaliter, designante P se« 
rietn infinitam secunduni Cosinus sinusve multiplorum anguli (P proceden« 
fem» quae aequationi differentiali linear! satisfacit: simplioitas relationum 
inter coefUcientes ipsius P^ quae ex aequationi illa diflPerentiali petuntur, 
iiullo modo pendet ab ordine aequationis differentialis , sed tantum a sim* 
plicitate expressjonum ipsius (p, per quas in aequatione differentiali ipsa P 
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M' = (/+2/'co8(P)^— 4/'''— 4(/'*— (/i+l)^)/''8iu'(p-8/i^cos!P(/+2/^ 
Pormiifatis ia aequatione differentiall l' et l^\ i et i\ cp et (P'f alteram 
eruis^ qua definiimtur fimotiones ipsius P\ quae ia evolutione proposifa 
in Cosinus muUipIorum ipsius (p multiplicantiir. 

Integratio oompleta aequatioois differentialis tertii ordinis propo« 
dUde ooD pisi easibus «peoialibus suooedit ; sed eius unum integrale primum 
obtiuebimus sequentibus. 

8. 

Operae pretium est^ ex ipsis aequatiooibus (3.)* 

dy ' d(p ' dy' • d<p' ' 

Via directa derivare aequationem diflPerentialeni , qua funotio JF^v defioia« 
tur« Quae simul methodus oasibus^ qutbus L formam magis complioa« 
tam habet, adhiberi poterit, quibus oasibuft methodus | qua antecedentibus 
usi sumus, nimis molesta foret« 
Sit rursua 

ac poDatur 

/+2/'oo8(p = ^, A = ^+2/''oo«^', 

' unde etiam 

Expressionibus ipsarum A, U substitutis in duabin aequationibus differen« 
tialibus, habenlur aequationes duae: 

</9 ^ \ dip ~ d(p /^ dip '^ 

Quarum priore differeutiata, ope posterioris proveiut: 

"" V dy dfp f 

Statuamus 

dy •" ^> dy' ~ '^ ^ dy» ~ » 

e duabus aequalionibus proxime antecedentibus provenit: 

Si in priore loco /' ponimus i^-h^f prodit addendo et subtrabendo* 



afp 
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ex bao et posteriore elimiDafa /^/^if prodit: 
aive 

qua differentiata obtinemuB: 

uode, roiiltiplicatione per A^^ faotay 

23. = {je^^V'^)A'P;. 

quae est aequatio ditTereDtialia linearis aeoundi ordinisy cui funotio P^i aa« 
lisfacit, 

Aequatio (23.) valet, quaecunque in expressione 

Sit A ipsius (P fuDCtio; casu nostro substituendum est: 

A « 2 + 2/'cos(p, u<' = — 2/'siu(p, A'' s — 2/'oos(p. 
9uo casu ut et (23.) aequatio tertii ordinis (22.)^ supra per aliam metho-» 
dum inveiita, di^ducatur, aequatio (23.) rursus diftereotietur , quo faoto, 
cum slt A'" =: — A' termioi oumes p^r A' dividi poterunt, uiide prodit i 

24. = (y/^— 4r')P^r+(2« + 3)^^'/^; 
^ [^2 _ 4 r- _ (//»_ (;, + 1)') ^" 4- 4 ;i ^ jn^ p,^ _3 (/'« _ n") A' A'' P^, , 

quae cum aequatione (22.) oonreoit« Cuius igilur vice versa integrale est 
aequatio secundi ordiuis (23.). 

Aequatio (23,), quamvis inferioris ordinis sit atque illa supra inventa 
(22«)9 tarnen condendis relationibus ioter coefficientes evolutionis ipsius P^ 
minus idonea est. Nam e (22.) petuntur relationes lineares (20.) inter 
fuin^ue coefficientes pi se proxime insequentes; contra relationes lineares» 
quae e (23.) petuntur^ inter septefn erunt. Generaliter, designante P se« 
rietn iofinitam secundum cosinus sinusve multiplorum anguli (P proceden« 
fem» quae aequationi differentiali lineari satisfacit: simplioitas relationum 
inter coedicientes ipsius P^ quae ex aequationi illa diflPerentiali petuntur, 
nullo modo pendet ab ordine aequationis differentialis , sed tantum a sim* 
pUcitate expressionum ipsius (Pi per quas in aequatione differentiali ipsa P 



eiusqtie dilFereDtialia multiplioantur« Quae evpressiones in (22*) sioipli« 
oiores evadunt propter divisioDem omnium terminorum^ quam per A^ sive 
sin(P facere licuit* 

9. 
Demonstreniiis iam^ quomodo poaito 

termini f,;// e^ ipsis /f;^.v comtnodissime detenuinentur. Ad quam deter- 
minationem haoo yiam ioire licet« 

Habetur^ integn^ibus a usque ad 7t ^oLteosui^ 

1 Pf coniip eo%i^q>* d(p d(p^ 

nnde etiam^ integrando per partes: 

— n i^P2V%mq>h\ni(pco%Vq>*dfpd(p* 

'^V == l^JJ 1^^ » 

., — if /y*2 /" sId 9' Bin j'y' CO81 qp dtp dff* 

\ f'^^ = i^JJ w^^ » 

ideoque, cum Bit; 

"n /y* (f+2l' geay+^y^ ccwyO coa i y coat^y^ rfy rfy* 

n tfUeotiq, coli' ^'+2'' cos(i— 1) y co8»'y'^- 2 f* ros (i*— 1) y con> ] «f y dy* 
= j__^ ^ ■ S^+i . 

sire 



71 



Ponamus in formula antecedente primum 1 — i loco i, deinde X^^i* 
laeo i^ deaique simul X—^i loeo /, 1-^i' loco i'i unde^ cum p;^;., ^;^;« noa 
«autenturj indicum sigaia in opposita mutatia^ prodit systema quatuor ae« 
quatiooum : 
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Quarum aequationum resolutiooe coSf&aienfes f;^,« par p{^^ detarminaDturi 
quod propositum erat« 

Ipaani resolutioDein modo aequeote noo ineleganter transigia. Sta« 
tiiattir : 

/^2/'^2/"= k, /+2/'— 2/"=*', /— 2/'+2/" = k'% /— 2/'-2/" = k'"; 
per sola» additionea et aubtraotionea e quatuor aequationibin propoftitis 
obtines: 

-24^^ 

2«. 



In— »— r 



•l?»-!,»'-!» 



n — i — i' 



— ;; — •/'v' n •'''•*''' n ^Phi'-i'r — .p,-i,,-j- 

Quibua aequationibus respective per k^ k\ k^\ t*' diviais^ runua per aolaa 
additionea et aubstractionea^ posito 



27. 



obtines: 



k ~ kf k" k'" — *'* > 

fe Jfc' ~ k'* k'" ~ » 

J^ * l^JL 1-^ = 4/i'" 



28. 



, n-i-if , ./ n-l+i-»' , ,,, it-t+»'-i , tut »-2+»+«' 

,y/ n-i-i' I /// 71-1 +W , . w-l+i'-i , 1/ 11-2+1+»^ 

^'i.i'-i = A ^—^Pi\i^ +'^ • — ^; — /'f-i,^ + A • — - — Piii^'i + A . — jj — A'^ij-.i f 

L/// w-i-i' I /// w-1+jW , f/ n-l+i'-i . • n-2+i+i' 
f ;-i, r'.i = Ä . -^ ^/, ,/ +// . ^j pi^t, ,' + A • ^^ pi, Kl + 'JT . pi,g^ ^., , 

Quae aequationes omnns ex und derivarl poasiint^ ponendo 1 — f 
looo i, t-^l' loco i^ yel simul utrumqtie. Statuto 
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N^ kk'k"V"=i {l-\.2l'-\'2l"){l'\'V*-'2l"){l—V-^lV'){l^2V—2l'% . 
ip«ae hf h'y h'\ h'" per /, /', l" exhibentur per formulas: 

^ ,,, — Villi V-\-V'k>") —2 /"[/»+ 41'»— 4/"»] 

A = J^r-r = ^ , 

,,„__ Hk'k"—kV" ) __ 811'V 

Docent formulae antecedentes quomodo ferniinos quataor p(^i,, pi-i^i-y 
Pii'-if P't-ui'-i P^i" qoatuor terminos iisdem indicibu« affbotos f;,j>) fi-i,i<> 
%i'-i t f<-i,<''~i ®t vice reraa hos per illos exprimere lioeat« 

Perveoimus hac oooasione ad sjstema quatuor aequationutn liaea- 
riuiQ^ quae forniam curioMm habent. 

dw-{'ex^by'\-az^=z 7, 

Casu nofttro est e/^^O; sed methodus eadem caiui appUoatur generaliorif 
quo d non evaoesoiU Et aequationes inversae^ qiiibus Wf Xf y, z per 
m^ /?, p^ f exhibentury runua eadem forma gandeot« 

Si /=:0^ i^3siO| formulae inventae evadunti 

Ex aequatione 

observo reliquas trea appositas eius similes per considerationdin dedaci po. 
tuisse, quae fecile patot, mutato l[ in — T, ipsas /;,..f,, y.^, immutata» ma- 
nere» si / par, valores oppoaitos induere, si / inopar, eodemque modo» ido- 



tato V* ia — y\ ipsas p,;i,, f/,^ immutatas mauere^ ai i' par^ valore« op« 
poaitoa ioduerai ai i' impOT« 

AeqtiaHpnein^ qna aupra p;j. per ipns f;,;. expreaainfiua , etiam hoo 
modo di^ducere iiatt. fiy. aißquatiombua enim 

sequitur : 

Uabetar «utem «x aeqoationum (4.) prima, posito n -f- 1 loco n, y iooo ^, 

unde prodit 

qiiae ert aequatiö aupra alia methodo ioTeuta« 

10. 

Seoraiiii considarari debet oasus^ quo ^Y^x^kk' k^^ t^^ sszO, aire uiia 
e quantitatibuft t^ k\ k^^, t'^ evaneacit, quippe quo oa«u wiutSo quatuof 
aequationum linearium prepoAitariiin Ct illasoria. £t facile determinatur^ 
quaeoam e quatuor quantitatibua iiljs eraoesoere possit; uam oum iq faao 
quaestiooe aupponi debeat^ ipsum AssZ-f-S/'cos^-f 2/"co8(P' oegativurn 
fieri HÖH posse, ipsnm l minor esse non potest quam summa ipsoruni 2l\ 
2/" positive aoceptorum; unde quoties l+2r±2r^ = 0, Lina Signa ± ita 
determinata esse debent, ut utrnmque ±V^ ±/" %\i negadVum« Statua«» 
mus r, V^ posittva^ quod licet ^ quia luutando (p \n (p^r^ (P^ in ^'+r 
eorum aigoa mutare possumus: crit in casU| quem con»ideramu«j parficu« 
lari et qui Uinitem constftuit, quo A semper positiv um etiam eraoescere 
potesty e quatuor iliis quantitatibus ea, quae ev^nescere potesf« 

V" =a 1^21' — 2f' = 0* 
Unde prodit e formults aotecedontibus t 

32. (n — i^i')Pi^i.~{n — i +i—i')p.^,.,^(n^i + /'— O^'/'-t 

Quae aequaiio^ posito isssOi i'ct^O, in hanc abit: 

33. '»T'ü,«— («— l)(;^i,o--h/>ü,i) + ('' — -)rv = 0. 
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poaerdöoet, e quatuor terminte fto»of Pifi9 Po,i$ Pi,\ ummi ad reliqiios fres 
reTocari posse, et oam termini omnw per quatuor illos lineariter deter- 
minentur, habetur theorema: 

,,//! cam Umitey fuo Ä = /+2^e«^ + 2^^c«^^ 90od pro Omni- 
bus ipsorum (P, (P' voloribus semffer positivum martere supponiiur, 
etiam evanescere polest ^ coefficientes evolutionis ipsius A"^, secun^ 
dum Cosinus multiplorum utriusjue ^, fp' faetaCj omnes per tres 
ex earum numero lineariter exhiberi possuntJ* 
Vt io illo casu limite^ quo ls=z2l' -^21^^ ooefficientes fiaitae maoeant, 
esse debet /i<l« Erit enim eo easu, integratfonibus a usque ad n' 
extensis^ 

siye posito 4l' = m^ 4r = f/i'% ^ = 2v^ (p'==24;', erit 

m/r -^ 

'^'''' ~ n^Jo J o [m» cos* ^ + m'* coa» V^]** * 

Functio integranda^ si 72 positivai iafiatta evadit pro iis ipsorum '«p, \|;^ Fa- 
loribus, qui a -?- iofioite panrum discrepant; ut videatnuSi au ipsum quo- 
qae integrale ad valores illos etitensum infinitum eradat, statnamus 

ubi w inßnite uagBum; qua substitutioae fit 



2i\r 2ix' , ,. 
cos cos ax auf 



Hf — 



\ f j' w w^ 

v//fm»8iii» — +m'*8iii»— r* 



Quod integrale extensum a jp = 0, V = usque ad ipsorum Xy x' yalo- 

res quantumvrs niagnos, eos tarnen ^ pro quibus — y — infinite parrunoi 

nianear, aequivalet parti integralis propositi^ quae ad ipsorum \|;^ \{;' vafo« 
res angulo recto infinite propinquos extenditur et quae sota ia infinitum 
abire potest, ab ipso autem valore integralis propositi pi^y tantum quanti« 

täte finita diserepat. Quam partem^ cum — , — seroper infinite partum 
maneaty exhibere possumus per expressionem simplieiorem 

/--n'+'' ^'^^^^ f f ^^ ^^ 

Quae posito 

mx = roos<P, m'x* ss rsio^> 
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mm 

integratione «ecunduiii (P externa a usque ad -^rf secuodimi r a ui" 
que ad r, abit in hano: 

mm' • «• JJ r^»» " mm' '^•2 — 27i'\r/ » 



mmr 
w 



quae, cum — ioBoite magnam ait, fit infiaite parva , si n^i, infinite 

magna, si ;2>1« Unde ipsum quoque integrale propositum /f^^, cum ab 

expressione anteoedente tantum quantitate finita discrepet^ finitum manet« 
»i /^^l, valorem infinitum induit, si /z^l» 

Aequationem 

concludinius ex aequatione 

(^n — i— /') p,,.. — (72 ^ 1 + z — /O Pi-i,.' -. (/2 — 1 + i' -*- O^V'-t 

+ (/i~2 + / + /')/^/-i,f'-.i = '^**'''rfl^v'--«^;-.i,.'>— fl^v'^i+V;^^^^^^^ 
casu quo k'^^^=zl — 2^ — 21" evanescit. Hinc dubium nasci potest, an 

aequatio illa valeat, ai n inter et 1 ; harn quia tum /i -f* 1 inter 1 et 2, 

coefficientes omnea qi^i^ infinit ae evadunt simul cum i'" evanescentei ita' 

ut fieri posse videatur^ ut expressio 

quam simul cum ib'" evanescere statuimus^ eo casu finita evadat aut adeo 
in infinitum abeat. Qua de re ut certiores fiamus, quaerendum est, qui- 
nam sit casu quo lK^n<l2 ordo infiniti, in quod Pi^i» abit, simul atque 
*'''t=i|— 2/— 2/" infinite parva fit 

Rnrsiis daiignaiite w infinite magnum, «it *'" »/--S/' — 2r±=^, 
ait porro rursus 4r«ifi% 4r^m'\p^2t\i,p'^2i^\ erit 

4 /»» /*T eoi2irlf cni2i*\p' dtffdyt' 

Runus poDanms ^J'—f— -^»4'' = T'~ir» ■®^"**»'* P** «tiocini« ea* 
dem afque antecedentibus uu summ, vdorem ipsius pi^p quantitate finita 
discrepare a valore integralis 

intesratioDibus extensis a « ss 0, oc' £= usque ad talores ipsorum x, x' 

30* 
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loliDifo* pro quibiM tarnen ^ , — infiaito parvum niMeat. Stafuto rur- 
Mi9 /7? X = r cos ©, m'x'Ä r$in<p, expressio aofecedaiis, a (P = 0, rs=0 
u!>^que ad <D ssr y . r r-:i r integrata« abit in hnnc : 

quae expreftsio» p«r k''^:szl — 2/' — 2/" = -^ multiplicata, »I n inter 1 et 

2| evanescit pro w lofiDtto« Tode oiim pu^ ab expressiooe iHa tantum 
quatititate finita differaf^ etiam k*''pii4^ ai n inter 1 et 2, sive quod idem 
est, i^^'qu'f bi n inter et 1, aimid cum w infinito sive k*** evanescente 
eranesoif. Unde videmus» quotien t^'-=zfy^ etiam si n inter et 1^ 
recte statu! : 

Regiom. d. 9. Oct« 1835. 
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15- 

DarstdiuD^ der JLehre vom Zuge; zur Einleitung in 

die analytische Geometrie. 

(Von Hni* Dn 6« IT, MuUer^ Gapilaio in der Konlgl. Uannäverscbeu Arlilleri«-Brjgad«.) 



1« 

limine Linie stellt sich als Zug dar^ wenn ihre AusdchnuDg im Rmume 
als durch Fortführuiig eiues Punofs boschrieben gedacht wird« 

% 

Dorcli den Zog werden die beiden Endpuncte der beschriebenen 
Linie wesentlich too einander unterscbieden» Der eine ist der Ort des 
Anfangspnncts^ der andere aber der Ort des Endpuncts des Zuges. 
Der Zug selbst ersdieint alu Übergang ans dem Anfangspimcte zum 
Endpuncte« 

3. 

Zwei Zuge setzen sich zu einem dritten^ alsTheile zu einer Sumnse^ 
zusammen 9 wenn der Endpunct des einen den Anfangspunct des andern 
abgiebt. Unter j4B sei hier der Zug verstanden , der A zum Anfangs-^ 
pituete^ h zum Endpuncte hat: unter ABC der aus den beiden Theilen 
JC^ MC steh zusammensetzende ganze Zug AC m n. ff 

4. 

Die bei der Be<ichrefbnng der Linie durch den Punct in Anwen«- 
dang kommende eigenthumliche Form der Fortfuhrungi die den Übergang 
aus der Vorstellung des Puncts in die der Linie vermittelt^ wird durch den 
geometrischen Grundbegriff der Richtung. auFgefafst. Man kann sagen» 
die Richtung sei ein fortfiihrettder Punct« Die Richtung giebt in 
ihrer Vorstellung zugleich die Lage der Seite an, nach reicher hinaus 
die Fortführung des l>esohreibendeu Puncts in seinem Orte beginnen soll; 
und da der geradlinige Zug ebenfalls den beschreibenden Punct nach ei- 
ner bestimmten Seite am seinem Orte fortfiihrt^ so dient ein in beliebiger 
LüDge bescfarißbeaer geradliniger Zug als al^emeines Mittel zur Andeutung 
einet bestimmten^ seinem Anlangspuncte beizulegenden, Richtung. Der 
bndpunct eines solchen Riehtungszeigert pHegt in der Figur als Pfeilspitae 
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angegeben zu werden« Hier %o\\ die Bezeiohuung A den Punct A als An« 
fangspunci einer Richtungs- Angabe unterscheiden ^ so dafs AB die durch 
den geradlinigen Zug von A nach JB festgelegte Richtung in A bedeutet« 
Unter parallelen Richtungen sollen im Nachfolgenden solche verstau« 
den werden, die in parallelen geraden Linien, von der schneidenden 
Linie aus nach einerlei Seite fortführen. 

5. 
Sobald Lage und Gestaltung der Linie gegeben sind, in welcher 
ein Zug zur Ausführung komnien soll| so erscheint diese als die \org^ 
schriebene Bahn Cur die Fortfahrung des beschreibenden Punctes. Es soll 
dann der Abschnitt der Bahnlinie, der zwischen dem Anfangs- und End* 
puttcte des Zuges li^t, in sofern er selbst als Zug aufgefabt wird, als 
die Grundgröfse des Zuges angesehen werden. Es giebt aber in 
jeder Xiinte fSr die einfache Fortfphrung des beschreibenden Punctes längs 
rinem Abschnitte AB der Linie zwpi Besehreibungsformen, indem sowohl 
A als B den Anfangspunct des Zuges abgeben kann^ Diese beiden Be^ 
schreibungKformen durchfahren die Linie längs ihrer ganzen Ausdehnung 
und MBtersoheiden sich dadurch von einander, ^lafs sie die Folge der Orte 
umkehren, welche der beschreibende Punct in der Bahn nach und nach 
einnimmt. Wenn zu einem durch einfaohe l^orttiihrung nach der einen 
Beschreibungsform gebildeten Zuge sich in derselben Bahnlinie ein zwei* 
ter, als hinzukommender Theil, mit der andern Besehreibungsform anfiigt, 
so fShrt dieser offenbar den beschreibenden Punct, mit Umkehrung der 
Folge, durch dk»ell>en Orte in .der Bahn wieder surnck. E« stehen 
aUo diese beiden Besehreibungsformen für die Hervorbrin«> 
gung der Gruadgrüfse in entgegengesetzter Beziehung zu 
einander, und wenn die eine als Yorwärtslübning des beschreibemlen 
Punctes angesehen wird, so erscheint die andere nls eine Rookwärtsfub^ 
rung. Man kann deshalb in jader Bahnlinie, in Beziehung euf darzuatel- 
knde Grundgri^fsen , eine positive und ßine negetive Beachrei«. 
bungaform unterscheiden« 

An jedem 2Swiacbenpunflte m der Bahnlinie gfebt ea fSr die Fort- 
fShrung des bescbreibenden Punctes zwei der vefsehiedenen Bestihreibungs* 
farm entsprechende Riehfungeu, die daher, in Obereinstimmung mit den 
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Beschreibungsformen , denen sie angehören, ah positiv und negativ fotU 
fahrende Richtung, oder kürzer^ als positive und negative Biobtung 
von einander zu unterscheiden sind» 

Sobald in irgend einem Puncto A der Bahnlinie die positive und 
negative Benennung der Richtungen und damit die der Beschrelbungsfor« 
men festgestellt worden ist^ so ergiobt sich die an einem andern Puncte B 
in dieser Bahnlinie anzuwendende Benennung aus der BerScksicbtigungv 
da& die von B nach ^ führende Bcschreibungsforra die entgegengesetzte 
von der aus A nach B fahrenden ist. 

7. 

Mit Beziehung auf die Beschreibuogsform erscheint nun fede Grund* 
grölse eines Zuges entweder als eine positive oder als eine negative Gröfse^ 
|e nachdem die in ihr vom Anfangspuncte aus fahrende Richtung die po«- 
sitive oder die negative ist« 

Um diese Grölse volistSodig durch eine Zahl anzugeben ^ hat man 
daher die Zahl^ welche nach der zum Grunde gelegten Längen «- Einheit 
die Lange des Abschnitts zwischen Anfangs- und Endpuoct der Grund«« 
grölke darstellt, positiv oiler negativ zu nehmeui je nachdem die Richtung 
im Anfangspuncte positiv oder negativ ist. 

8. 

Setzt sich ein Zug in einer Bahnlinie aus Theilen zusammen« die 
theils der einen, theils der andern Beschreibungsform angehören, so hebt 
sich in der Fortführung des beschreibenden Punctes selbst, durch die den 
einzelnen Theilen entsprechende Vorwärts- oder Rückwärts -FSbnii^, 
das in der Zusammenfassung enthaltene Entgegengesetzt -Gleiche eben so 
gegeneinander auf, wie es bei der Darstellung einer Summe von positiven 
und negativen Zahlen geschieht, wenn diese durch successive Summi- 
rung zur Ausführung kommt. Wenn also die Grundgrölse der einzelnen 
Zöge durch die entsprechende positive oder negative Zahl ausgedruckt ist, 
80 giebt die Summe dieser Zahlen die Grundgroise des aus jenen ein- 
zelnen Zögen sieh zusammensetzenden ganzen Zuges an. Da die Ord- 
nung der Theile keinen Eioflufs auf die Gröfse einer solchen Summe kat^ 
so können jene einzelnen Ziige in beliebiger Folge an einander ge- 
reihet werden, ohne dafs dadurch die Lage des letzten Endpunots sich 
Snderte, sobald nur derselbe Ort der Bahn für den ersten Anfaugspuiiot 
beibehalten wird« Ofi'enbar haben zw« xnsammengesetzte Züge, die in 



derselben Balmiioii^ von eiaem gemeinschafltiehfin ABlaugaptfocte ^ eui'* 
gehen und zu eiaem gemeinschaftlichen Eodpuncte £ binfübren, wie v^r^ 
echiedeo auch ubrigeDs ihre Zuftammensetzuog be^obaffeo 
aein «nöge^ eine und dieselbe Griindgrörs«^ iiamlinh die des einrachen 
Zuges, der den Abschnitt AB von ^ nach B besohr^ibt. Auch ist die 
GiKKidgrSfsa eines Zuges B^ ^ der sich als Zuriicküibrung oiues andern 
JIB daratetlt« das Entgegongcsetxte von dar Grundgröfse dieses andern 
Zugeaj die GrundgrOfse aber eines Zugea BJB. dessen AofaoßSi» und End- 
puncte xuaaofimenfHllen, ist sb 0« 

Sobald Ton Zügen in einer Bahnlinie die Rode ist^ sott hier unter 
Grofiie eines Zuges immer dess^^n tirrundgrfifie ?eritaiMien sein. 

9. 
Wenn IBr die Raurobeschreibung; eine unbegrenzte gerade Linie 
als Grundlinie gegeben oder angenommen ist, so läfst sieh die Fortfiihruag 
einea besebretbenden Punctes im Raum«^ mit einer Fortführung in der 
Gnindlinie dadurch auf eine allgemeine Weise verkniipfen, dafs man den 
beaobreibenden Punct im Räume, aus jeder Lage die er annimmt, recht- 
winklijg auf die Grundlinie projicirt denkt. Zur Unterseheidung soll hier^- 
bei der beschreibende Punct im Räume der urspriing'Iicbe Punct 
und aeine Projection in der Grundlii^ie der Projectionapuoct genannt 
werden» 

Mit der Fortführung des beschreibenden Punetea im Rttume er«* 
aeheint offenbar der ihm entsprechende Projectionspunct ata beechreiben* 
der Panet in der Grundlinie* Denn so wie an jeder Stelle desZug^ der 
nraprnngiiche Punct sich als Endpnuct des schon beachriebeueo TheiU 
ood als Anfangspunct dea noch hinzukommenden darstellt: so kann audi 
der Fro}ection$punct als Endpunct des beschriebenen und ah Aniangapnnct 
des hinzukommenden Theils eines Projections« Zugea ang«*sehen werden. 
Auf diese Art verknSpft »ich also mit der Rildung jedes ursprünglichen 
Zugea im Räume die Rildung cioea entsprechenden Projections Zuges in 
der Grundlinie. Dabei gehen ottinnber Anfanj;spunct und £nd punct des 
ursprünglichen Zugea durch ihre Projicirung den Anfangspuucf und End- 
punct des Projectious<-ZogeSt Hieraus folgt der wichtige Satx, dafs 
aotche ursprünglichen Züge, die von einem- genieioschaft« 
liehen Anfaogspuncle ausgehen und zu einem gemeinschaft* 
liehen Endpuncte hinführen, Projeetions-Ziige von gleicher 
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Grund-Grßfse geben» urle verschieden auch übrigen« jene 
ursprnnglichen Zuge im Räume gestaltet und zusammenge- 
setzt sein mögen» 

Die Kenntnifs der Lage des Anfangspuncts und des Endpuncts eines 
ursprüijglicben Zuges reichl daher bin, um die Grundgrufse seines Pro* 
jections* Zuges zu finden 3 und es entspricht diese der Projcction des ein- 
fachen geradlinigen Zugea, der rom Anfangspunote zum Endpuucte des 
urspriingliohen Zuges führt. Dafs für einen zusammengesetzten 
ursprüngliehen Zug der entsprechende Projections<-Zug'Sich 
als die Summe der Projectionen der einzelnen Theile dar« 
stellt» liegt in dem Obigen mit einbegriffen» 

10. 
Wenn derselbe ursprungb'cbe Zug auf Terschiedene^ aber unter ein« 
ander parallele Grundlinien projioirt V¥lrdy so ist die Grundgrölse der 
ProjeotionHziige iv allen gleich, ^enn die parallelen Richtungen in den 
Grundlinien die gleichnamigen sind» 

Denn die durch den ursprSnglidien Punct rechtwinklig gegen eine 
von den GrundUnien gelegte Ebene liegt auch gegen deren Parallelen^ 
mithin gegen sSmmtliche Grundlinien rechtwinklig, schneidet also jede 
dernelben in dem entsprechenden Projectionspuncte und stellt fiir alle die 
proficirende Ebene jedes in ihr liegenden Punctes dar» Da nun 
sSmmtiiche projicirenden Ebenen gegen dieselbe gerade Linie rechtwink- 
lig sind, so sind sie unter ^nander parallel { und da auch die Projections- 
Grundlinien unter sich parallel sind, so Und deren Abschnitte zwischen 
den projioiredden Ebenen des urspringKchen Anfangspuncts und des End» 
punds unter einander gleich« Es kommt also den versohfedenen Projections«» 
zngen gliche Länge zu( durch die gleichnamige Benennung der paralle« 
len Dichtungen wird aber aiich noch die Richtung im Anfiwgspnncte, die 
den gleichen Abschnitten beizulegen ist, wenn sie als Projections-Ziige 
aufgefafst werden, in allen entweder zugleich positiv oder zugleich 
negativ« 

Aus der Auffassung der profictrenden Ebenen ergiebt sich noiifa, 
dafs schon solche ursprünglichen Züge, die von einer und derselben proji* 
cirenden Ebene ausgehen und zu einerlei proficirenden Ebene hinfuhren, 
Projectionen von gleicher Grundgröfse geben« 

CrcUe's Journal cl. M. Bfl. XV. Üü.h * 31 



234 15« UüUtrp Kur anafyiiichen GtQmtttU. 

Auf ShDÜcha Wwe^ wie die Linie aioh ab Übergang aus einem 
Punete ia deo andern darstellt^ kann der geradlinige Winkel als Über* 
gang aus einer Richtung in die andere aufgefabt werden« Als- 
dann unterscheiden sich die beiden Schenkel des Winkels dadurdi we- 
sratlioh Ton einander, dab durch den einen die Anfangs-Richtung 

^By durch den andern die End « Richtuiig AC des Überganges angegeben 
wird, der in dem Orte des Scheitelpuncts A vor sich geht« Behalt man 
in dieaem Übergange die zur Richtungs- Andeutung ursprünglich ange« 
Domniene Lange oder die ursprSngliche Lange des Richtungszeigers bei^ 
so beschreibt dessen Bndpunct B dabei einen Zug BC^ der durdi die 
Lage seines Anfangs« und Endpuncts die Anfangs- und End- Richtung 
und durch jeden Zwbchenpunct eine zwiscbealiegeode Richtung des Über« 
gaoges ABC angiebt« Auf diese Art labt sich der in dem Scheitelpuncte 
eines Winkels vor sich gehende Übergang aus der Anfangs- Richtung in 
die End- Richtung ebenfalb durch Darstellung eines Zuges vermitteln« 
Man darf jedoch dabei nicht übersehen , dab der beschreibende Punct 
dieses 9 in der Oberflache einer Kugel zur Ausführung kommenden, Zu- 
geSy stets als EndpuncC eines Richtungszeigers gedacht wird, zu dem der 
Scheitelpunct oder Kugel « Bfittelpunct der Anfangapunct ist, und dab der 
eigentliche Ort des Überganges durch die Flache angegeben wird, die der 
Richtungszeiger im Übergehen durchfahrt und beschreibt« 

Als Richtungs« Übergang in einerlei Scheitelpunct setzen sioh zwei 
Winkel ABC und ABD zu einem dritten ABD, als Theile zu einem Gan- 
zen zusammen^ wenn die End -Richtung AC des ersten Theils die An- 
fangs -'Richtung für den hinzukommenden zweiten Theil abgiebt« Es stel- 
len daaa Anfangs -Richtung AB des ersten Theils und End -Richtung AD 
des zweiten Theils die Anfangs- und End -Richtung des ganzen Winkels 
ABD dar« 

12« 

Wenn, wie hier rorausgesetzt werden soll, eine durdi den Sdiei- 
telpnnct des Winkeb gelegte Ebene als Ort des Richtungs- Übergangs an« 
genommen und vorgeschrieben wird, so erscheint diese Ebene ab Grund- 
babn für den Übergang, in der sowohl die Anfangs- und End - Richtuug, 
als die Zwischen -Richtungen liegen sollen. Es ergiebt sich dann die 
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Atnfuhruag des Übergangs als dae Kreisbeeebreibimg um den Scheitel' 
punct« Die zur Ridituogs«» Angabe gleich lang gen^ShUe gerade Linie, der 
Ricbtungsaseiger, erscheint dabei als Drehungs - Halbmesser , und die im 
Scheitelpuncte die M^inkel- Ebene senkrecht durchschneidende gerade Li*- 
nie als Drehungs^-Axe« Der Bogen dea sich mit dem Bichtungs- Über- 
gange beschreibenden Kreis - Ausschnittes legt durch sdnen Anfangs* und 
End-*Punct die Anfangs -und Endp-.Bichtung, durch jeden Zwischenpunct 
aber eine zwtschenliegende JUchtung fest» Nun giebt es auch in der Be-^ 
•chreibung eines Kreis -Ausschnittes swet BeschreitiuHgsformen, indem so- 
wohl der eine als der andere Endpunct seines Bogens 2um Anfangspuncte 
des Bogenzuges gewählt werden kann, oder ^ auf andere Weise ausge« 
drückt^ ipdem sowohl yon dem einen als von dem andern begrenzenden 
Halbmesser die Drehung ausgehen kanui die durch die zwisehenliegenden 
Richtungen hindurch fiihrt^ Beide Beschreibungsformea durchfahren den 
ganzen Umkreis und erscheinen i wenn einer Drehung, die nach der einen 
B*orm ausgeführt worden ist, eine Drehung nach der andern Form als 
TheU angefngt whd| ab Entgegensetzung, so dals, wenn die eine als 
VorwSrtsdrehung angesehen wird, die andere sich als Räokwärtsdrebung 
darstellte Man kann deshalb auch diese Beschreibungsformen als positive 
und -oegatiTe Form unterscheidaie Die GrundgrSfse eines ebenen Rioh- 
tungs- Überganges, die dvrch einfache Drehung aus der Anfangs -Richtung 
in die End - Richtxiog fiberfiihrt, wird also mit Berücksichtigung der Be- 
adireibungsferm sich ebenfidls entweder als eine positire oder als eine 
negfüive Gröfise darstellen» Demnach wird die Grolse eines ebenen Win« 
kels ip sich selbst positir oder negativ sofo, je nachdem die einfache 
Drehung, die aus seiner Anfangs «Richtung zur Endp Richtung fuhrt, pe« 
sitir oder negatir ist{ und bat man darnadi die Zahl, welche die Grölse 
des Winkels in Theilen der angenommenen Winkel -Einheit angiebt, po« 
aitPT oder negativ zu nehmen^ 

Der ebene Richtungs- Übergang aus einer gegebenen Anfiings^Rioh« 
tung in eine gegebene End- Richtung hat noch das EigenthSmliohe, dafs 
er sowohl mit posiliTcr als mit negativer Drehung zur AusfiibruDg kom- 
men kanUf Die Bög.en der beiden Drehungen erg^*nzen sich zum ganzen 
Umkreise* Man kann daher für jeden ebenen Richtungs -Übergang eine 
positive und eine negative .Gnmdgrölse angeben. Die Winkelzahlen (wor- 
unter hier diejen^en 2Udilen verstanden werden^ die die Lfinge das 
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Bogeos 10 Theileo des HaTboK^ers ausdruokeii) cler beiden Gnmdgro« 
Cieo g^ben, vionn man das Zeichen der negatiiren umkehrt, 2ir zur 
Summe« 

FSf die ZunammensetzuDg eines ebenen Richtung^ • Überganges, ans 
Theilen, die sowohl der einen als der anderen Beschreibungsform ange- 
hören, gelten dieselben Regeln, wie fSr die Zusammensetzung der Ziige 
iu einer Bahnlinie. Die Grundgrofse des ganzen Übergangs ist die Summe 
der Grunffgrfilsen der einzelnen Theile« Von derselben Anfangsrichtung 
atisgehend gelangt man daher zu derselben Endriobtung, in welcher Ord- 
nung man auch die einzelnen Theile, aus denen der ganze Übergang sich 
rusammensetzt, auf einander folgen IfiCrt« Auch hier ist die Grundgrofse 
des Übergangs aus der Bnd- Richtung in die Anfangs - Richtnng, wenn die- 
selben Zwischenrichtungen durchfahren werden, das Entgegengesetzte von 
der GrundgrSrse des Übergangs ans der AnÜEings» in die End-Ri<Atung« 

13. 

Bei der Anwendung der vorhergehenden allgemeinen BMradltQB»- 
gen auf die Zusammensetznng geradliniger KSSge im Räume bietet tich zn^ 
nltohst die Frage naeh dem Zusammenhange dar, in welchem bei dnem 
einfachen geradtintgen Zuge seine GrnndgrSfse mit der seines Projectlons» 
ziiges steht» Da die Projiotrnng auf parallele Grundlinien mit glekihMnm« 
gen parallelen Richtongen Projectionen von glei(dier Grundgrofse hervor» 
bringt, ao begreift die Nachweisnng jenes Zusammenhanges ilir den FaH, 
wo der ursprungfiche Zug und der Projeetionsaug einen^ gemeinschaMiakan 
Anfangspünct haben, alle obrigon in sich, Indem zu jeder gegebenen 
Prc^tions - Grundlinie maß Parallele duroh des Anfimgspunct des oiv 
sprängirchen Zuges gelegt werden kann. 

Der Winkel, der in einem solchen gemainaohaftlichen Anfimgspuneto 
w^, als Scheifelpnnele, ans der positiven Richtung der GrundKnie, als An» 
fangs-Riehtung, in die positive Richtung des urspriinglichen Zuges, ab 
End- Richtung, fiberfahrt, soll zur Coterscheidung Grundwinkel ge^ 
nmnt werden« Alsdann sei u die Gruodgr&Jse des urspriinglichen Zuges 
AB, p die GrundgrSfse des entsprechenden Projectionszuges AB'^ J die 
Zahl, vftldkef.usszp maeht und deshalb bezeichnend der projicirende 
Factor genannt werden kann: so 13fst sich zeigen, dafs dieser Factor 
fBr eine und dieselbe Grofse des Grundwinkels eine fest be- 
stimmte, nnveränderliohe Zahl ist« Denn wenn der ursprSogliche Zug AB 



15. Müller^ zur analytischen Geometrie* 237 



poiitiv int, 80 vrird £e TertSngeruiig oder Varkarisung desselben nnr eine 
ertsprecheDde proportionale YerSodemog in der Länge des Projecrions« 
zages AB' nach sich zieheoi ohne dessen Rfohtungszeiohen zu ändern, mit- 
bin den pröjicirendea Factor unrerSndert lassen» Nun giebt aber ein ne« 
gatiiRer ursprBngliober Zug oflPenbar eine Projection , die als Zug das Ent- 
gegengesetzte von der Projectton des gleioh langen positiven ursprüng- 
lichen Zuges ist. Bezeichnet also f den unveränderlichen Werth des pro- 
jioirenden Factors fBr positive ursprüngliche ZSge, u^ irgend einen positi- 
ven brsplrnnglicben Zug, f^^ den proftcirenden Factor des negativen ur- 
spriingKchen Zuges (— «Oj ^ mulii /^'( — u^sz — {f'nU*) sein. Da aber 
/''(_ii')=s:— (/'^tt') fat, so bt auch /''=/', mithin hat in einem ge- 
gebenen Winkel der pro^cirende Factor einen Werth, der weder durch 
die verschiedene LSnge, noch durch das Zechen des urspriinglichen Zuges 
■idi ändert und ist derselbe daher eine beständige unveränderliche Zahl. 

In der Trigonometrie wird dieser projioirende Factor, in Beziehung 
SU der 6ti%e des Orundwinkek, dem er angehSfti die CosinuS'i-Zahl 
des Winkels genannt. Mit Anwendung dienet Benennung läfst sich 
nunmehr folgende allgemeine Regpl für die rechtwinklige Projicirung eines 
geradlfaiigM Zuges auf eine gegebene Grundlinie hin aussprechen. Cm 
die GrundgrSfse des Projectionszuges zu erhalten, hat man 
dre Grnndgr^fse des ursprünglichen Zuges mit der Cosinus- 
Zäh.! des Winkels zu murtipliciren^ der aus der positiven 
Riebtong der Projcrctions-Grnndlinie oder eln^r ihr parat« 
lelen Richtung, als Anfanga^Rlchtung, in die positive Rieh» 
t«Dg dea nraprünglicben Zugas^ als End-Richtung, überführt« 

Offenbar kann man dabei auch den Winkel nehmen , der aus der 
Mditungy die zur positiven Riöbtung der Grundlinie parallel ist, in eine 
Richtung itberfuhrt, die znr positiven Richtung des ursprünglichen Zuges 
Iparallel ist, indem parallele Richtungen gfeiche Winkel einschlielsen. 

14. 

Dm durch vrirkliche Projicirung £e Beziehung im Atlgemetneii 
nachzuweisen, in welcher das Zeichen nnd der Zahlenwerth der Cosinus- 
Zahl zu der Grölse des Winkels steht, wird man den ursprunglichen Zug 
positiv und von gleicher Länge ausfahren dSrftm, weil weder die negativa 
Richtung, noch die Yerscbiedenheit der Länge . des ursprünglichen Zages 
den projicirenden Factor abändert. Wenn man dann die positive Rieb- 
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tuDg iw Projections-Grundliilie durch eine festliegende Anfangs «- Richtung 
darstellt, und, von dieser ausgehendi die GrSlse des Grundwinkels die Ter« 
sdiiedenen möglichen Werthe durchlaufen läfst^ so erscheint in der dabei 
entstehenden Figur der ursprüngliche Zug als beschreibender Halbmesser 
tinee KreiseSi dessen Mittelpunct den gemeinschafUichon Anfangspunct des 
ursprünglichen Zuges und des Pro|eotion82uges abgiebt» 

Mit Zuziehung der Eigenschaften des Kreiset ergiebt dann die Pro« 
jicirung ohne Schwierigkeit, dab eosO^ss-f'^» cos|rs=0, co8T=s — 1, 
oos|rs=0, cos 2 ^ SB +1 ist; dab fiir die swischenliegende Grolse des 
Grimd winkeis die Cosiouszahl einen swischenliegenden Werth hat, der 
mit dem Wachsen des Winkels allmälig, aber nach eigenthiimlichea Verw 
lialtnissen, aus dem vorhergehenden in den nachfolgenden Grenzwerth 
übergebt, und dals überhaupt cos2itff-ss+l9 ws(i + i)r^Op eM(2k+t)ir 
8=s — 1 ist, wenn i irgend (we positive oder negative ganze Zahl oder 
bezeichnete 

Auch ergiebt sieht wenn man den Winkel ab einen a^weitheiligeii 
Übergang zusammensetzt, dessen erster Theil ein rechter Winkel odnr 
ein Vielfaches desselben ist, ohne Schwierigkeit, dab 
oos(i%'4-(P) = cos(*y— ^) und eos(Cit+f}9r+^)»— «»((Ir+I)«*—^) 

ist. 

liäbt man die Grßbe des Grund winkeis , von derselben An&nfi« 
Richtung aus, durch negative Drehung entstehen, so giebt offenbar, für 
l{leiohe ursprSogliche Zuge, ein negativer Grundwinkel denselben Projee* 
tionszug, wie der gleiche entgegengesetzte ppsitive Grundwinkel, Hier* 
aus folgt, dab der Cosiqus des negativen Winkels dieselbe Zahl bt, wie 
der Cosinus des entgegengesetzten positiven Winkeb, dab ßlso cos( — (P) 
SS cos (^) ist, ^ mag selbst positiv oder negativ sein, femer, dab eine 
Terwechselung der Anfangs- und End<-Bichtung, welche der Grobe im 
Winkeb das entgegengesetzte Zeichen giebt, die Cosinuszahl oder den 
projicirenden Factor nicht findert. 

15, 

Offenbar kann der geradlinige Zug, welcher vom Endpunete B^ 
des Projectionszuges JB^ zu dem Endpunete B des urspronglichen Zugea 
JB hinfuhrt, als ein anderweitiger Projectionszug dieses ursprünglichen 
Zuges j4B angesehen werden. Es bt dann B'B ein Abschnitt einer z^ei^ 
ten Projections-Grundlmie, welche die cnte in B' rechtwinklig dur«b« 
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tcbni^idet: B' ist dabei die ProjeotioD des Anrangsptioct es j4, also Aufaogs« 
IHkiet desProjaotioiissuges^ und inB fiUt derEndpuaet des ursprunj^lioben 
Zuges AB mit seiner ProjeotioDy also mit dem Endpua ^^ des Projeotions« 
zugesy zusammen. Da nun Grundlinien mit paralleler positiver Richtung 
gleiche Projectionen geben» so kann man, zur Nach Weisung der Bezie« 
hungen iiit diese anderweitige Projicirung, eine Grundlinie durch den a\n« 
fangspunot des ursprünglichen Zuges Aß dem Projection^zuge B^ B pa- 
rallel» also ebenfalb rechtwinklig auf die erste Projectioos-Grundl 'oi^ 
legen. Betrachtet man für diese Projicirung diejenige Richtung in .der 
Grundlinie als die positive, in welche die positive Drehung durch Beschreib 
bung eines rechten Winkels aus der Anfangs - Richtung iiberfuhrt, die hier 
deshalb die Normal-Richtung des Winkels genannt werden soll: bo 
stellt der sich dann ergebende projieirende Factor dieselbe Zahl dar» welche 
in der Trigonometrie die Sinnszahl des Grund winkeis genannt wird« 
Um Verwechselung zu verhüten, sollen die beiden Projioiruogen als Grund* 
und Normal- Projicirung von einander unterschieden werden. Es ist also 
bei der Betrachtung eines Winkels als Grund winkel, die End« Richtung des 
Minkels die positive Richtung für d^n ursprünglichen Zug; die Anfangs« 
Richtung des Winkels die positive Richtung für den Grund « Projectionszug, 
und die NormaU Richtung des Winkels die positive Richtung für den Nor- 
mal - Projectionszug ; ferner ist der projieirende Factor der Grund -Projec* 
tion die Cosinuszahl des Winkels und der projieirende Factor der Normal« 
Frojection die Sinuszahl des Winkels« 

Da jeder projieirende Factor als die Cosinuszahl des Winkels jsn« 
gesehen werden kann, der aus der positiven Richtung der Projections« 
Grundlinie in die positive Richtung des ursprünglichen Zuges überfnbrti 
so ergiebt sich aus der Definition der Sinuszahl die allgemeine Beziehung, 

dafs die Sinuszahl des Winkeb p die Cosinuszphl des Mlnkels l — "7 "H ^) 

ist, indem (~y + ^) drr Winkel nt, der aus der Normal -Richtung* des 
Winkels P in seine End« Richtung fiberfnhrt« 

Mithin ist sin ^ =3s cos ( — Y "^ '^z ^^^* ^ entgegengesetzte Winkel 
einerlei Cosinuszahl babien, oder da oosf — «^ -f-^ ) ss cos ( y — (fi) ist, so 
ist auch siu ^ =2 eo« (-jT p\ Die Sinuszahl eines gegebenen Winkels ist 
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deaitiach ebeufalls eine uDveriioderliohe Zahl, Verfolgt man dasErgcbnils der 
Normal - Projiofrung auf gleioh^ Weise wie bei der Grund ^ProjIoiruDg, so fin« 

det man düfs sinOTv^O, siny=»+l, sifiTs=0> sln|^s=— 1, siD2T=0 

ist; daTs für die «w isoheoliegendeQ Wertbe der Wiokelgrolse auch die Si« 
nusxahl xvFiscbeoliegeade Wertbe bat, die nach oigenthSmlichen Verbält- 
nisten« mit dem Waohseo des Winkels, ailmSbg aus dem vorbergebenden 
in den nachfolgenden Grenzwertb übergeben; dals iiberbaui)t 

»in (2* + i)T = 4.1, sin*T = 0, sin(2*— i)7r=: — 1 und 

ist^ WO wieder b jede beliebige positive oder negative ganze Zabl^ auch 0^ 
bezeichnet. 

Ferner zeigt sieb, dafs fSr gleiche ursprüngliche Züge der, von der* 
selben Anfangs- Richtung aus negativ beschriebene, Winkel eine Normal- 
Projection giebt, deren Grundgröfse das Entgegengesetzte von derjenigen ist^ 
welche die Projidrung bei dem gleich grolsen positiven Winkel hervorbringt;» 
Gleiche entgegengesetzte Winkel haben also entgegengesetzt gleiche Sinus« 
zahlen , oder es ist sin ( — ^) ss -* sin ^ , ^ mi^ in sieb selbst eine posi- 
tive oder negative Winkelgröfse bezeichnen« 

Eben jene JBeziebungen ergeben sieh aus der Zurnckführung der 

Sinuszahl des Winkels p auf die Cosinuszabl des Winkels ^ — 'T'^^J ^^^ 

des Winkelt (t*^^)* jedoch sind siie bei der Nachweisung durch 
liehe Projicirung leichter zu übersehen. 

16. 
Da die Zahl, welch^i den Inhalt des auf dem Abschnitte einer ge- 
raden Linie construirten Quadrats ausdrückt, durch das Quadrat der Zahl 
dargestellt werden kann, welche die Länge des Abschnitts positiv oder 
negativ angiebt, so drückt auch das Quadrat der Zahl, welche die Grund- 
greise eines geradliuigen Zuges angiebt, den Inhalt des apf dem Abschnitte 
dieser Grundgröfse construirten Quadrats aus. Ist nun j^B = r ein ur- 
sprünglicher, in der End- Richtungslinie des Winkels (P, vom Scheitel- 
puocte A ausgehender Zug, B^ die Grundprojection des Punctes S, also 
^jB srco8(p, B' B^r %iuP, so bilden die drei Abschnitte ^/i, AB', B'B 
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse AB ist. Mit Anwendung 
des Pytbagoriscben Lehrsatzes, erbalt man dabnr die Beziehung, dafs 
r'cos^'f r*8in<5'=5:r% also dab cos (P^ + sin ©' « 1 i^t. 
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Um ganz allgemein die TarkDÜpfiiDg nachzuweiseo, die bei der 
ZusammensetzuDg eines Winkels als Summe too zwei Theilen, die Co- 
sinfiis- und Sinus -Zahl des ganzen Winkels aus dea Cosinus- and Sinus«* 
Zahlen seiner Theile herTorgefaen lafst, ^ei der Winkel a der erste Theil^ 
dem sich im Sobeitelpunnte Jt der Winkel ß als zweiter Thefl anfügt, so 
da(s also die £nd-*Riohlung des Winkefe a zugleich Anfangs -Richtung 
für den Winkel ß ist^ und der ganze Winkel (a-f-j?) aus der Anfangs 
Riditung des Winkels ft in die End -Richtung des Winkels ß iiberfiihrt« 

Es sei ^B r=: r an wülkubrlicher, f om Scbeitclpuncte ui ausgehen- 
der geradliniger Zug in der End -Richtungslinie des ganzen Winkels (a-j-/?), 
aU auch in der des Winkels ßy und B^ die Projection seines Endpuncts B 
auf die Anfangs - Ricfatungslinie des Winkels ß, so hat man, nach dem 
Vorhergehenden, fSr die geradlinigen Zuge J'JB, B'B die Warthe AB 
ssrcosf?, B'Bs»rsinß, 

Alsdann führen £wei verschiedene Zage von A nach B^ der ein- 
fache^ geradlinige AB und der aus den beiden einfachen geradlinigen AB\ 
B'B sich zusammensetzende Zug AB'B. Die Projicfrung auf dieselbe 
Grundlinie hin giebt, naoh dem vorausgeschickfen allgemeinen Satze (9.}, 
fiir beide Züg^ Projeotionen yon glebher Grundgrofse« und es setzt sich 
dk) Grundgroise für die Projection des zusammengesetzten Zuges als Summe 
aus den Grundgrolsen der Projectionen der Theile zusammen. 

FSr die Projicirung auf die Crundlinie, deren positiv* Richtung 
durch die gemeinscbaftfiche Anfangs- Richtung des ganzen Winkels (a+j^ 
und des Winkels a festgelegt wird| sei C die Projection des Punctes B 
und C die Projection des Punctes ß*^ so sind AC^ AO^ C C die Projee- 
tionen zu den ursprünglichen Zügen AB, AB\ B'B und man hat für die 
GrundgrSben : 

AC ses ^B.oes(Ä + jS) =B r.cos(a + /3X 
AC ssa AB'ieoML s:= r.cosjS.cosa, 

Ü'e Ä= B'B.cos(a+|)= r.8id/3.cos(a-f j), 

abo durch Gleichaetzung der Projectionen von AB und AB'B^ 

r.co8(a-j-/3) =« r.cosfl,cosa-+-r.sinj3.cosfa+ y) ^^* 
cos (a -f- j5) = cos/?, cos« + sin /S . cos ^a + -r ) - • 
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coa yi -f- - j^j kann man — Bio a setzen , indem cos f •-- -f» a j = 

— ^M^^ — o) s= — tiBflt ist; man etlwlt Arno die allgemeine Beziehung 

L oo8(a + ß) = oosß.cosa — siojS.sina. 
FSr die Projicirung auf eine Grundlinie <» deren positive Richtung 
Aureb <He gemeinschaftliche Normal -Richtung des Winkels (a + ß) und 
des Wtnkeb a angegeben wird, sei D die Projection des Punctes B und 
jy die des Punctes S\ Dann giebt der einfache Zug AB die Projeotioa 
AD, die sich als Nor maU Projection für den ATinkel (a-f /3) darstellt , so 
dafs ^/>=:=r.sin(a*-f~i3) ist; femer giebt der zusammengesetzte ursprnng« 
ücbe Zug AB'B einen aus zwei Theilen AD'y D^D sich zusammensetzen« 
den Profeotionszug AD'D^ Die positive Richtung des Zuges AB' ist die 

End - Richtung des Winkels a> nnd ( — V*^^) ^^ Grobe des Winkels, 
der aus der Normal - Richtung in Jene End« Richtung iiberfBhrt, also AD* 
sss u^ß^oosf— --^4"^) ==^ ^«^Mß.cosf— *-^4~tt^ wofiir auch, wegen 

eos^ — Y +ä) = sina, 

AD' s=5 r.oosjS.sina 

gesetzt werden kann. Im Zuge B'B ist die positive Richtung parallel zu 
der N'örmdl-Rkhtung des Winkels ß; mithin fuhrt für ihn der Mlakel 

( — -^ + tt + -t) 9 ^^^ °^ ^ ^^^' ^™ ^^^ positiveo Richtung der Grundlinie 

in die des ursprünglichen Zuges (iber, und man bat /yiDsBBB'B.cosass 
r. sin 6. cos a« Die Gieichsetzung der Grundgrofien bei der Profeetion 
der Zuge aB uud AB B giebt hier r. stn(a-4-/3)=»r- oosß, sina 4-r»SHi|3.eosos» 
mitbin die anderweitige allgeoieine Beziehung 

ff. sin(a-)-0} = cos|3.sina4'Sii>ß«tK>sa. 
Diese beiden der analytischen Trigonomatrie zur Grundlage dieneoden 
Be^idiungen (I.) und (IL) gelten, der Natur dieser Ableitung nach, ohne 
atie Eiui«chrankung, für jeden mSgliohen positiven oder negati« 
ven Werth, den mau den Theilen beilegen will, aus denen sich der 
ganze Winkel zusammensetzt* 

18. 
Eine ähnliche Zusammenstellung eines einfachen und eines aus 
zwei Theilen zusammengesetzten Übergangs aus einer gemeinschaftlichen 
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Anfangt -Rtohtuiig tu eine gemein Acheftliehe End •^Btebtuiig ^ bietet 
dreiseitige körperliche Ecke dar, wenii Bien dei» EndpiiDOt nb den Aa* 
bogspiinot der Riohtiingen und die Kanten ab die RiohtungMmgar ansieht ; 
nur mit dem Uof erachiede ^ da£i dabei die einzelnen HTinkel in verschie» 
denen Eb«^nen beschrieben werden« 

Es sei E der Endpunct; von den drei Kanten EF^ EG^ EA sei EF 
als Anfangs* Richtung für den Cbergang gewlfblt; der Winkel <^ rühre 
aus EF in EG, der Winkel ß aus EG in EJ, und der Winkel y aus EF 
in Ej4 nber; es sei femer B der Neigungr^inkel, der imvendT« au dn 
Kante EF aus der Ebene a in die Ebene y^ und C der Neigungswinkel, 
der inwendig an der Kaute EG aus der Ebene a in die Ebene ß über- 
fahrt^ auch bezeichne B die rechtwinklige Prejecffon des Functes j4 auf 
die Kante J?V, C die reebtwinkliga Praiedion desPunetes w# auf die Kante 
£G^ imd D die reefatwinkKge Frojection des Punctes ^ auf die Ebene r« 
Da nach den Eigemchaften der Figur die geraden Linien DB, AB auf 
der Kante EF rechtwinklig sind, so ist der Punct B der Scheiteiponct des 
Neigungswinkels, und da dieser aus der Ebene a in die Ebene y über« 
rubren soll, so ist im Punete B von den beiden Richtungen der Linie 
BD dieianige die Anfangs •Richtung des Neigongs?nftktis JS, die in Be^ie« 
huag auf den Wmkel % an der inneren Seide das Sebenkels EF oder 
seiner Yerlüngerung Kegt» Dann ist BA in jeder Lage der urspriiogliehe 
Zug in der End-- Biohtungslniie des Winkels B^ BD die Grundjprejeetkini 
DA die Normalprojection ^ also BD tt&BA .ecmB, DA-^zFfA.AfxB. Aus 
gleidien GrBnden ist CD asCA^cotC und DAzssCAp%\aC» 

Zunächst giebt die Coincidena der Normalprojectionen in DA die 
allgemeine Beziehung 

BA.^xnB s C/f.siaC 
und da BA^^ EA.uiuy^ CAzs^EAMuß, aho 

F^ ».sin y « sin fi =s £^,sin^»sin€ 
ist| so ergiebt sich daraus 

I. sioy.sinfi s= sin^.sinC« 

l>ie Prefieirnng des einfachen Zuges EA und des zusammen gesefa« 
ren Zuges ECDA gtebt gleiche Gnindgrofsenr Wählt man die Anfangs-- 
Rtcbiung FF zur positiven Richtung der Prejections-Grundlinie, %o ist 
fSszEi^.cosy die Projeotien des einfachen Ztiges £wif« Die Projeotion 
des Zuges ECDA setzt slßb| als Summe i aus den Pcojecüonen der Züge 

32« 
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BC, CD, DA zusammen. Der Winkel a fahrt aus <ler Anfangs- Rif^uDf 
in die positive Richtung des Zuges EC über; folglich ist EG^qmo^ oder, 
da £Cs=:£^«cosß ist, E^.oosß.cosft die Projeotion Fon EC^ Für den 
2Sug CD ist die Anfangs - Richtung ides Neigungswinkels C die positive 

Ricbtong« In diese fiifart der Winkel ^a-^yj aus der Anfangs -Richtung 
jiF über; folglich ist CD.cos(a— ^), oder, da CDzszCA.qmC ^ 
£^.Binj3«cos6' ist, £^*8in|3»cosC.oos^a — ^ die Projeotion des Zuges 

CDy wofar man auch, wegen oos^a— -^j sa »inai den^ AusdMidL 

JLjf.siny.cos C • sin a setzen kann« Der Zug DA giebt eine Projeetion 
s=: 0| indem der Punct B zugleich fiir d^D Anfangspunct D und Endpunct 
A die Projeotion darstellt« Mithin lst£itf«oosß«COi« + £'^>wiß.co8C.sina 
die Grunifgröfse der Projection des Zuges ECDA^ Die Gleichsetzung der 
Grundgrölsen giebt: 

IL cosy s= co8|3.cosa-f"^üi|3«sioa.GosC. 

Wählt man ^e Normal «Richtung des Winkels a zur posttiren Rioh- 
tung der Projections- Grundlinie, so stellt der Zug BD die 6rundgro£ie 
der Projeotion des eiub^ben Zug^ EA dar« Es ist nSmlich dann BD 
eine Parallele zur Projeetions- Grundlinie^ auch die positive Richtung des 
Zuges BD, als Anfangs -Richtung des Neigungswinkels £, der Normal- 
Richtung des Winkels a parallel, und B die Projeotion ron £, so wie D 
Ton A» Man hat 

CA = £^.sin|S, 
DA =r C^.sinC t=: EAMnß.tmC, 

BA =: -7—^ SS 7-^ — -1 und 

sin B unB 

BD = BA.cmB = JE^.sinß.sinC.?^« 

Der Zug £C giebt die Normalprojection ECrsina oderJE^.oos^.uia« 
Der Winkel l — -?-+« — 5-}, der s=s(a — x) ist, führt aus der Normal- 
Richtung des Winkels a in die Anfangs -Richtung des Neigungswinkels C 
über, welche fiiv den Zug Ct) dje positive Richtung angiebt; folglich ist 
CD.co»(a— t), oder, wegen cos/a — 7r)=^cos(T — o)«« — eoto^ — CiS.cosa, 
also — £^ «sin/?. cos C. cos a die Projection von CD. 
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Für den Zug DA ist wiederum der projicireod^ Factori ah Coftiaut 
eioes rechten Winkeb =0^ und daher die Projection selbst =0; wie es 
auch die unmittelbare Projioirung ergiebt. 

Mithin ist die Grundgrolse der Projection des zusammengesetzten 
Zuges £CZ)^s=£.^(cosß.sina — sinß.cosC.cosa). Die Gleichsetzung der 
Grundgröfsen giebt 

E^.sinß.sinC— I = £^ (cos j3 • sin a — sin ß. cos C cos a). 

Man erhfilt hieraus^ auf beiden Seiten durdi sinß dividirend, die allge« 
meine Beziehung 

M. /^ cos B cos 9 m rt 

8iot/,-T— « = "T-^.sina — cosC«co8a 

oder cos C« cos a s= cotangß.sina — cotang B • sin C« 

Durch Zuziehung der Erglinzungs-Ecke, welche durch die drei 
auf die auswendigen Seitenflachen der Grund- Ecke im Eckpuncte errich« 
tetcn Perpendikel gebildet wird^ und an der die Seitenwinkel die Nei- 
gungswinkel der Grund- Ecke an der zwisohenliegenden Kante zu zwei 
rechten Winkeln ergänzen^ so wie umgekehrt, die Seitenwinkel der Grund« 
Ecke die Neigungswinkel der Ergonzungs-Ecke zu zwei rechten Winkeln 
ergänzen, so dafs, durch a\ ß\ y^ A'^ B\ C" die Winkel an der Ergänz 
zungs-Eckp und durch A den dritten Neigungswinkel an der oben ge- 
brauchten Grund -Ecke bezeichnend, (a'-f-^) = 5r, (ß' + B)s=«', (y'+O 
= ;r, (a + ^') = 'r> (ß + B0 = 5^; (y+^0 = ^ i»t, erbalt man aus der 
Beziehung (IL), nach welcher 

cosy' = cosß'.cosa' -f-sinß'.sina'.cosC' 

ist, den Ausdruck 

cos(t— C) =5 cosC»-— B)* cos («"—-4) + sin («•—©)• «in («•—-<<) •«>»(«•— y), 

alzo, da co«(t— (P)=— oos^, sin(^— ^) =sin(P ist, 

IV« eosC ss: — cosB.cos^-|-sin£«sinudf«oo8y« 
Die unter (I.)? (HO^ (M*)» (I^O angegebenen und for alle mog* 
liehen Wertbe der Winkel giiltigea Beziehungen stellen bekanntlicb die 
4 Hauptgleichuogen der sphärischen Trigonometrie dar« 

Ift. 

Der Nutzen der Lehre tooi Zuge für klare and allgemeine Auf- 
fassung der analytischen Behandlung tritt besonders bei der Anwenduag 
auf Coordinaten* Beziehungen beriror« Das Eigeuth&mltche dieser An wen-- 
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dimg be»teh( darin, die Coardioatea eines Punctes oieht al« die eiu^eloen 
Tbeiie der Figur, zu welcher sie sieb zusammenstellen lassen^ tondem 
als die Beitandtbeiie in der Zusammensetzung eines Zuges aufzufasseUi 
der von dem Änfangspuncte des Coordinatensystems ausgebt, und zu dem 
festzulegenden Punete biniubrt, fSr dessen Bildung das Sjstem eiu ga»* 
meinsebaftliehea Gesetz aufstellt« 

Da eine vollständigef Betrachtung die Grenzen der gegenwartigen 
Abhandlung überschreiten mSchte, so wird diese sich darauf beschranken, 
nur einige Aufgaben zu behandeln, die als Beispiele der Anwendung die« 
neu können« 

Zur Feststellung der Benennungen sei zuvor bemerkt, da(s hiebet 
unter Grundrichtung im Anfangspiinete cfes Sjstemt diejenige verstanden 
^ird, welche mit dem Systeme ab die Anfangs «Richtung der Winkel« 
bescfareibung bei Polar -Coordinaten und als die positive Riehtung der 
Abseissen-Axe fSr reehtwinktige Coordinaten festgelegt wird; unter Nor« 
mairichtung im Anfiftnf^apimole des Sjrstems diejenige Richtung in der 
Gnind «Ebene des Systems^ in weiche die als positiv angenommene Dre- 
hung von der Gruodriebtung aus durch Beschreibung eiu<^s rechten Win* 
kels überfuhrt» und un^er Yerticalriehtung im Anfengspuncte des Systems 
iKejenige^ die durrJ^ das S/stem für die Fälle, wo die Construetion ans 
der Gruad-Ebene iierausgebti rechtwinklig gegen <Ke beiden andern festge^ 
legt wird imd dadurch die Seite der Grund- Ebene, an der sie liegt ^ als 
die inwendige oder obero. bezeichnet, überhaupt seH jede von diesen 
drei Haupt« Richtungen als an der inwendigen Seite der Ebene der 
beiden andern liegend gedacht werden. Für rechtwinklige Coordinaten 
soll zugleich die Norm'alrichtung die positive Richtung der Ordinateü^Aie 
und dfe TerticalrfcbCong die positive Richtung der dritten Coerdinaren«* 
Axe angeben. Unter Grandp- Normal- nnd VerticaURkditung im Punete 
A sollen diejenigen TPrstnnden werden, die den gleiehbenamten im An« 
fangspnncte des Sjsteriis parallel sind^ 

Bei der Lagenbeziehung zwischen zwei Puncten ji und B in einer 
Grnnd-Ebene soll der geradtifiige Zug JB die Distanz von B in A^ 
.lind der Winkel, der aus der Grundrichtung in ^ in die positive Rich- 
tung der geraden Linie ^^ iiberiuhrt« die Orientirung von jB in // 
genannt werden. Je naehdem die Richtung, die von A nach B» fiilu^t, die 
positive oder die negative Richtung der geraden Linie ^B ist, wird man. 
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iu BezielniDg auf die durch die Orientirung fefifgfttegte Richtung , B als 
vorwärts oder räckwSrts voo ^ liegeod anztiiehiiu haben und darnach 
die Distanz von B \n A als eine positive oder negative Gröfse betrachten. 

Die Orientiruog und die Distanz von B in A geben, in ihrer Ebene^ 
offenbar die Polar * Coordinaten des Puocf s J? für den Anfangspuuc^ A ab« 

In einem rechtwinkligen Coordinatensysteme^ mit dem Anfangs- 
punctc A^ sind oflPenbar die Coordinaten des Punctes B die Projections- 
ziige, die man erbSIt, wenn die Distanz AD als urftpriinglicher Zug be- 
trachtet und auf die gieichbenamten Coordinaten- Ax.en, oder auf Grund* 
Unteu^ die diesen Axen parallel sind, projicirt wird. 

20. 
Aufgabe. In einer Grund- Ebene aus den gegebenen reohtwink- 
hgen Coordinaten [a, b) des Punctes B und {a\ b') des Punctes C die 
Orientiruug {p) und die Distanz (r) von C in B (öder die relativen Po« 
iar-Coordinat<'n des PuBCtes C vou D aus) zu finden« 

Auflösung. Es sei y/ der Anfangspunot des Systems : dann werden 
der geradlinige Zug BC und der aus den geradlinigen 2iigea BA^ AC 
zusammengesetzte Zug BA€^ da beide von B nach C führen, Projections« 
ziige von gleicher Grundgröfse geben« 

Macht man die Abscissen-Axe zur Protections - Grundlinie, so fuhrt 
der Winkel (p aus der Grundrichtung in B^ also aus einer Richtung, die 
der positiven Ricbtuug der Projections- Grundlinie parallel ist, in die po- 
sitive Richtung des Zuges BC über; mitbin ist 7?C.cos(p oder, BC^ssr 
setzend, rcos^ die Projection von BC. Nun ist a, als Abioisse des 
Punctes B, die Projection des Zuges aBs mithin — a die Projeation des 
Zuges BAf und a\ als Abscisse des Punctes <7, die Projection des Zuges 
AC; folglich — a-j-a' die Projection des Zuges BAC. Demnach ist 

rcOS(P =:=: — Ö + O'« 

Macht man die Ordinaten-Axe zur Projections - Grundlinie, so erhall man 
auf ahnliche Art die Beziehung 

rsin^ s= — 4-|-6\ 
Will man zuerst r berechnen, so giebt 

r'cos(p- + r»sin^' = (~« + o? + (-* + *'A 
wegen 
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^ r ' r 

Man kann bei der Würzet- Ausziehung für r das Zeichen »|- oder 

wShlen, je nachdem die durch die Orienttrung P sich festlegende po« 

aitire Richtung der Linie BC vöü B nach C oder entgegengesetzt führen 
floU« oder 9 mit andern Worten: je nachdem die Orientiruog G als vor- 
wärts oder rückwärts von B liegend gehen soll. 

Will man dagegen zuerst (^ bestimmen^ so giebt 

r sin y — h-^h^ 

wegen 

l±l ss: 51E^ = tangtp, 

rcoBq> cos^ * 

tango) = T— V, r = — 7-^— = — -^-— • 

Unter den beiden, um 180^ oder t verschiedenen, kleinsten Werthen des 
Winkels, den die Tangente giebt, kann man für ^ sowohl den einen als 
den andern wählen, je nachdem man r positiv oder negativ haben will« 

Aus der obigen Beziehung erhalt man auch noch 
a' = a4-^C08^, ^' «= Ä + ^sin©, 

um dadurch die Auflösung dejr Aufgabe, aus den relativen Polar -Coordi-' 
naten des Punctes C von B aus, und den rechtwinkligen Coordinaten des 
Punotes B die rechtwinkligen Coordinaten des Punctes C zu finden« 

21. 

Aufgabe. Aus den Orientirungen des Punctes D in B(((>^) und 
in C'{^') und den relativen Polar -Coordinaten {ip^r) des Punetes C in 
B^ die Distanzen den Punotes D in B{r') und in C{r^') zu finden. 

Auflösung. Der geradlinige Zug BD gSebt bei der Projicirung 
dieselbe Projeetions^&mndgrSlse, wie der aus den beiden geradlinigen 
Zögen BO^ CD zusammengesetzte Zug J3CZ), indem beide von B nach 
D führen. 

Wühlt man die Abseissen-Axe zur Projections- Grundlinie, so ist, 
ßCzszr, BDszr^ CDsszr^^ setzend, rcös?» die Profecüon von BC, 
r'coB^' die von BD nnd r^^cos^'' die von CD/ mithin ist 

1. r' cos(P' s=s A cos^ + r" cos(J>". 



r. 
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M^'iblt man die Ordioatea«AiLe ziir Pro)eotion8 - Gnindlmie, so siad 
rsinCP, r' %\n(p\ r^sio?)'' die Projectionen der Züge Bt\ BD. DC. Mau 
hat aUo 

II. r^mP* CS r8in(P+r' sio^^ 

Für die Elimination von r" erhält man, (I.) durch sin ^'', (II.) durch 

ain^' Biuttiplicirend, ala Differenz beider Produete; 
r'(co8(p'.8in^"— sjn^'.cos(p'0 = r(co8(p.8in(J)'' — sinfp.rosO'^ oder 
r' (ain (P' • coa ^" — cos (p' . «in (&") s r (sin © . cos (p" — cos ?5 • sin ©'0, 

und daraus 

welches, wegen 

8in((f)— (p'O = ~8in((P" — (P) und 8in(^'~(p'') = —«in ((p'' —«)'), 
auf eins hiiiauskonamt« 

Durph Eliniiniition Ton erhält man anF ähnliche Weise für 
die gleicbbedeMtenden Werlhc 

22. 

Aufgabe. In einer Grnnd« Ebene aus des Punetes B rechtwink- 
ligen Coordinaten {x,y) des Systems (I.) dessen rechtwinklige Coon'ina« 
ten (xS jO des Systems (II.) abzuleiten, yfoiui beide Systeme einen gc- 
meinscliaftlichen Anfang^unet A haben. 

Auflösung. Zuerst sei das System (11.) als von congruenter Form 
mit dem System (I.) vorausgesetzt , also die Drehung, die durch Beschreib* 
bung eines rechten Winkels und der Grundrichtung in die Normalrich- 
timg überftihrt, in beiden Systemen übereinstimmend, und es »ei (p der 
Winkel, der au3 der Grundrichtung des Systems (1.) in die des System«^ 
(IL) Sberfuhrh Es sei C die Projection des Punetes B auf die Ahscissen- 
Axe (L), also ACz=i x^ und D die Projection des Punetes B auf die Cr* 
dinaten^Axe (L)» also ABzisy^ so ist auch CB^AD=y indem Cß 
und AD Projectionen von AB auf parallele Grundlinien sind. 

Nim giebt die Projjcining' des einfachen geradlinigen Zuges AB 
dieselbe Froject 10 ns-Grundgröfse, wie die des zusammengesetzten Zuges ACB, 

Für die Abscissen-Aice (II.), als Grundlinie, ist x' die ProjecTion 

von AB, ap.cos(— (D) die Projection von AC^ und /•Cos(— ©+:^) die 

CreUes Joornil 4. M. B<i )CV. Hft.& 33. 
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PraJMtioii Ton CB>, wulMii ikb Wiali«! so dum^vdruekt niily wie Me aus 
der pontfyeo Ricittuiig der Gruiidiiiiri# in die 4e» ursprSiiglichen Sb« 
ges der Constructjon Dach überfiihreo« Wegen eot( — (P)s=coa(p mid 

cos(— ^-f--^j = ftin(p ist auch a^.cos® die PrpjeodoD ron AC^ und 

y.8in(P die Projection von CB. 

Man bat demnaoh r'cs jr.oo8(C)4-y«tin(D. 

Für dieOrdioaten-Axe (1L)| als GrundKnio^ giebt der ebfaobeZ^g 
JB die Ordioate y\ als Projection ; aus der positiren RichtuDg der Gnmd« 

linie führt der IViokel {^-^ — v) ^^ ^^^ ^^* ufSf^ogliaben Zuges JtC, 
und der Winkel ( — (P) in eine der positiven Richtung des ursprüagKohen 
Zuges CB parallele Riohtong über} also ist jr»oos^-' — ^ — ^Pj+^'^^C"*^)» 

oder, wegen cos^ — ^ — ^ls=sin( — ^) = — sin<P und C08(— ^)=Ä0Osf>, 

ist — j? • sin ^ -{- 7 • cos (P die Protection des zusammengesetzten Zuges ACB. 

Man hat demnach j^ sss — jr • sin ^ + ^ • cos p. 

Sobald das Sjstem (ll,) zum Systeme (L) symmetrisch ist^ so da& 
also die Normalrichtung in dem einen Systeme rechts von der Grund- 
richtung, im andern links von ihr liegt, wird man den Übergang wie rm» 
hin auszuführen und darauf das Zeichen der Ordinate umzukehren haben; 
es ist demuach für diesen Fall, mit Beibehaltuag der Winkel - Construetien 
aus dem Systeme (!•), 

x' =s ar.cosiD4'j^*ain(D9 y' = ^.sin^P — y.cos^. 

Da die Beschreibung des Wickels (P auch als eine Drehung «m 
die supponirte Yertical-Axe anzusehen ist ^ so gilt die Auflösung dieser 
Aufgabe auch für den Fall^ wo im Räume aus den rechtwiukligen Goor- 
drnaten (jt, y, z) des Punctes B des Systems (L)^ dessen recIitwinkUge 
Coordinaten {x\ y^^ zO des Systems (f1») zu finden sind^ wenn beide Sy«- 
steme nicht nur den Anfangspunetj soadem auch die Yertical-Axe ge» 
meinschaftlich haben. Dann ist» neben den oben für 3t\ y' gettindenen 
Ausdrücken, z*^s:^Zj es sei denn^ dafs die Tertlcalricbtung im Systeme (II«) 
der des Systems (1.) entgegengesetzt genommen würde ^ so dafs^ wegen 
der symmetrischen Form^ dann zi^=^ — z ist» 

Aufgabe. Aus des Punctes B rechtwiukligen Coordinaten (^ij»^) 
des Systems (I.) deBsen rechtwinklige Coordinaten {x\ y\ t') des Systems 
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(IL ) EU finden , wenn beide Systeme einerlei Punct u4 zum Anfangs^ 
punote haben* 

Auflösunf« Die gegenseitige Lage der Grund- NornaU und 
yertical <- 9iohtung des Sjstems steHt sich bei der Vergleiohung der 
Systeme ()^) und (IL) «mlweder als ceogruente oder als symmetrische 
Form d$r. 

Zuerst sei die congruente Form vxHrausgesetzt« Dann wird die 
Winkelb^schreibung um den AniEsingspuaot J^ die aus der Grandrichtung 
in die Normalricbtung durch einen rechten Winkd überfuhrt^ und auch ais 
eine Drehiuig um die YerticaUAxe erseheint, yon dier Seite der Ver- 
tioairichtuog oder dfitr inwendigen Seite der Grund-Ebene 
betrachte ty in beiden Syslemen 4&iigJeich enlvred^r von der Linken rur 
Reobteo oder von der Rechten zur I^ioken führen. Auf ähnliche Art 
wird man, bei jeder Drehung um ehie andere Coordinaten-Axo, die eine 
Besehreibungsform als eine Dr^ung von der Linken zur Rechten, die 
andere als eine Drehung von dw Reclitea sur Linken auf eine bestimmte 
Weise benennen und unterscheiden können« Alle Zweideutigkeit der po« 
«tiven und negativen Ricbtungsbezeicbnung und Winkelbescbreihnog fSltt 
fveg, wenn bei dem Übergänge^ aus dem Systeme (L) in das System (IL) 
durch successive Drehung um Coordinaten-AKen die Bedingung aufge« 
steift wird^ dals alle Drehungen derjenigen conform sein sollen^ die im 
Systeme (L) aus der Grundrichtung durch eine VIerteU Umdrehung in 
die Normalricbtung überfährt, so dab diese Drehung als eine positive he« 
traiditet wird, und sich darnach zugleich für alle übrigen bestimmt, ob 
die Drehung von .der Rechten zur Linken oder die entgegengesetzte eis 
die positive Form gilt« 

Aus det gegeben«! gegenseihgen Lege tfer Systeme (L) und (IL) 
wird die Lage der Durcbsctmittslinie der xy Ebene mit der jr'y^ Ebene 
bekannt sein. Diese Durchsehnittslinie soll als Axe eines Coordinaten* 
Systems betrachtet und die j/^ Axe genannt werden. In der x^^ Axe soll 
ferner diejenige Richtung als die positive betrachtet werden, für welche 
die Drehung um diese Axe^ welche die Grund -Ebene aus der Lage des 
Systems (L) in die Lage des Systems (IL) nberfiUirt, als conforme Dre^ 
hung erscheint» 

Es s6i a der Winfceli der im Anlangspunete ji durch Drehung um 
die »Axe aus der positirea Riditung der a; Axe in die der a^'^Axe über- 

33* 
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iiibrt. Man betrachte diese Orefaiiag ak eine Verlegung des Sjstenis (t.) 
und bestimme nach der Auflösung der vorigen Aufgabe die neuentspreohea« 
den Coordieaten s^\ j"y x!* des Punctes B. Man erbak 

a:'' c= ar,cosa+/.sina, y" = — jr.sina-}'y*<>08a, 2!' «s z. 

Es sei |3 der Winkel| der durch Drehung um ia» x" Axe die x'^y^' 
Ebene aus der Lage der jry Ebene des Sjstems (L), mit der sie zosam- 
mennilk, in die Lage der Grund -Ebene des Systems (IL)^ mit Unter- 
scheidung der inwendigen und auswendigen Seite^ uberfiihrti so wird auch 
der Winkel ^ aus der Verticalricbtung des Sjstems (L) in die des Sy- 
stems (II.) Uberfobren. Man betrachte wiederum diese Drehung als eine 
Verlegung des Coordinatensystems, und x'^'^ r^'^ «^'^ als die neuentsprechen- 
den Coordinaten des Punctes B. Dann bekommt man 
x'" Ä ar", /" = y"-eos/3+V.»inß, z'" = ~y.8ini5+a:"-cos|?. 

Endlich sei y der Winkel ^ der durch Drehung um die ;8;'^^Axe 
(die mit der z^ Axe zusammenfallt) im Anfangspuncte A aus der positiven 
Ricbtiing der x^^ Axe in die der x* Ax% überführt: so bringt die durch 
diese Drehung entstehende Verlegung der Coordinaten «Axen das System 
(!!•) hervor; man hat also 
x' =s «'".cosy+y.sioy, / = — ap'",siDy+/'^cosy, z' ä z'''. 

Die Znrückflihriing durch Substitution, giebt; 

V s= jr.(cosa.cosy-— sina.sinytcos/?) 
-{-y(Mna«cosy + <^>a«siny.cos|3)-|-x.siny»sinj?, 
y' = jr.( — cosa«siny — sina.OMy.oot j3) 

+J'(~»>"*'^''*"y + <^WÄ«cosy.cos|S) + t;.oosy.sinj3| 
z' ÄS jr.sina.sinjS — y.cosa.sinjS-f^-oosß, 

Sobald im Systeme (IL) die Lage der Grund« Normal* und Ver« 
tical-Richrung symmetriseh zu der im Systeme (L) ist, bleibt nach 
der AusHihrung des vorhergehenden Übergangs noch das Zeichen im 
Ausdruck fSr z' zu verändern; wobei nicht zu übersehen ist| dals die 
Winkel - Construction dem Systeme (L) entspricht« 

Auf einem andern Wego giebt die allgemeine Projections • Bezie » 
hungy nach welcher die Coordinaten x^j y% z^ die Projectionen des ge* 
radlinigea Zuges AB auf die Coordinaten -Axen sind, da auch der Coor« 
dinatenzug xyz von A nach B führte wegen Gleichheit der Gnindgrolse 
der Prc^ectioo der von A nach B föhremien Züge; 
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f CS ap.oo<7'jp)+jr.oo8(/y) + t;.cos(/«), 
^ ±s XnCon(z'x)+y.cos(z^y) + z.cos{z'z)y 
wo C08(jr^dp) deo Costiiut des Wiokel» bezeichnen 8oII| der aus der 
positiven Richtiiug der o/ Axe in die der x Axe überführt, u« b. f. 
Da oos(jr xO =^oos(jr'jr) ist, so kann man auch setzen 

ar' = ap.cos(jpjp0+y.cos(7x') + «.oos(«jp')> 
/ SS <P.OM(jr70+r-cos(y/) + «.cos(:5/), 

zf SS *. oos (jpÄ')+y- cos (7 *') + •«. cos («JCO« 
Durch GleiehsetzttDg der identischen Coef ficienten , erhalt man folgende 
allgemein gültige Relationen: 

1« Für zwei congrnente Systeme: 
eo^(xx^ =5 eos(jp^jr) «es cosa.cosy — una.siny.cosj?, 
,eon{yx') = eo8(Är'v) «= sina.cosy-f cosa.siny.cosjS, 

C08(«x') = cos(a?'«) Ä sioy.sioß, 

cos(jcy/) =5 eos(7'5p) s: — cosa.siny — sina.cosy.eos/?, 
cos(/yO = oos(jr'/) s=r — sioa.sioy-f cosa.cosy.Gosß, 
cos(«yO = cos(y^) =: cosy^sioß, 

cosvjr^O =^ €Os(x'jr) sss sin a. sin ß, 

cos(y V) SS cos(ä'/) SB — co8a«sin|3^ 

eos(«j;') = cos (jz\z) SS cosjS« 
2. Für zwei symmetrische Systeme: 
Hiebe! erhalten die drei letzteren Relationen das entgegengesetzte 2^icheni 
n&mlich cos(jrsO = — sina.sinß, cos(y«0 = + cosa,sinß, cos(«z')^= 
«— cosß; die übrigen rerSndern sich nicht, und es gehört dabei die Win- 
kel- Constmetion dem Systeme (I*) an. 

Aufgabe. Im Räume die Gleichung einer Ebene für rechtwink- 
lige Coordiaaten zu finden* 

Auflösung. Es sei JU das rom Aufangspuncte '/^ des Coordi- 
natensystems auf die Ebene berabgefallte Perpendlikel| und in dieser gera- 
den Linie diejenige Richtung als die posiiive angenommen, die von U aus 
an der inwendigen (oberen) Seite der Ebene liegt. Setzt man dann den 
Zug JU^ssr, so wird r positiv seiny wenn j^ an der auswendigen Seite 
(unter) der Ebene, negativ^ wenn ^ au der inwendigen Seile (über) der 



Ebene liegt. Da die Lage selbst ab gej^eben vorausgeietflt werden niuU^ 
80 kennen auch die Winkel alis bakannf angesehen werden^ welche aus 
der positiVen Richtung des Znges r ui die Grund-* Normsli^ und YerticaU 
mehtnng des Coordinalen^tenis SherfithMn, und hier durch it, ßf y he» 
seichnet sein mSgen. Betrasiitet man jfU als Pro jedions «- Gf uodiiniai so 
ist H die genMfinsehaftlidia Prc^tk« aller Puoct» in der £ben€u 

Der Contdinatenzug xyXf der Ton J nadi matm beliebig^i Punirte 
S in der Ebene IBbrt, giebt dann idlemri den Zog ^/7 zur Projcction, 
während jeder Ceorditiatensugy der reaji nad» einem nicht in der Ebene 
Uegenden Puncte fBhrt, einen Projecttonaang Ton anderer Gräfte giebt« 

Man erhält demnach^ die Projection des Coordinatenauges A3 aus 
seinen drei Theilen zusammensetzend: 

r SS €O8a«ar-f-0Mß«74't3osy»s^ 
und dadurch eine Gfeiohung, welche nur zwischen den Ceordinliten der 
Funete sfatt findet, die in der Ebene liegen» 

Wäre die Lage der Ebene nieht durch die Grolsen f^ «, /3, y» 
sondern dureh die CeordSnaten a, h^ e dsa Punctea Z7 gegeben ^ so hätte 
man assrcosa^ b^ssr co^ß^ cearaosy und ß^-ji-b^ + c^^as p^^ lolglioh 

r an /TCa' + *^ + 0]> CO« a = — , OOSf^ sas — , tMiy säs: — , und dai«US| authr 

stituirend; 

als gesuchte Gleichung der ßbenOf 

25, 

AafgabCf Aus der fBr recht wuiklige Coordinaten gegebenen GleU 
ehung einer ebenen Curve die Beziehungen der Lage jund GrSise XSr dia 
Subtaogente und Subnormale nachzuweisen^ 

Auflösung. Es sei ^ der Anfangspunct des Coorfinatensystems^ 
M ein Piinct im Zuge der Curve, ^P s=s a die Absoisse, Päl s= y die Or- 
dinate des Punctes M^ Es sei T der Durchschnitt der Abse&iseD-Axn 
mit der Tangente an M, und ßf der Durohschnitt der Absdssen^Axe mit 
der Normale des Punctes M, Die im Zuge der Curve als positiv enge« 
nommene Besohreihnngsform wird in M zugleich die positive Richtung in 
der Beriihftngslinle angeben. Es sei ^ der Winkel ^ der in diese Rieh- 
tmig ans der Grundrichtung in M und in T Sberfiihrty so hat man fSr 
die Z6ge TW, TP, FM die Beatebungen TP =ä TUT.cmO. PM:=» TM.sln 0. 



äac* 



15. MmUer^ Jutr'mnalxii9ehjtn 6«oMtf/ri>. 2bS 

mä iwrmm TV« PJr.eatMg^9X«Mte»g^; w ist aber, aik Zug, PT:s 
^TPf bdMiIs ist die SubtaBj^te 4m Punetet M odel> der Zag iTss 
— y.cotangip. 

Da die Normale reehtwmklig gegen die Tangetite liegt , le fuhrt 
der Wiiikd (<P + iT) acta der Gmn(irtcbtiiag in M uod in TV in eine ¥00 
den RicbliingeD ia der Nermaie ober, milbiu ist iVP=»;vj|f.oes(^ + iT) 
^—JVM.mnp und i?itf «iiVAf.«io(C>+i;r)« /V«,oo»<p, alio AP = 
~i^r«f.taiig^»_y.taDg^. Nun iat ak Zog FNzb^^IVPs felglieh iit 
die Subnormale PNssYAung<p. 

■ 

Betraebtet man jM ala AiffiMgapuDct dea zum Bogen 3 binsukom«* 
menden Tbeüa^ a» eraelieint ds, daa DMWefizial von s, ala mtendiich klei>« 
ner urapvfcigKehep Zug in der End^^Rioktangalinie des Grund winkeis (D, 
dx ali die Orendprofection tind äy als die NornialjpFe|eotion toq ds^ 

Man hat als« djt^sz ds.oo^p und dyi=::ds.nm(p. Demnach ist 7^=^ 
teng $, dso ^ SabtaogeBt« PT^sx ^y , ^ uodf die Subnormde iPJ\r:= j' . ^ 

26. 
'Aufgabe. In einer Grund «Kbene ist die Lage von drei Puhcten 
A, B, C durch ihre rechtwinkligen Coordtnnlen («, A), (o', 5')) (p'\ *'0 be- 
kannt* Man sncht daraus und aus den in einem Standpunoie D in der* 
selben Grund-Ebene gemessenen Winkeln zwisoheu den Objecten A^ B^ 
C die Lage dieses Standpunctea durch dessen rechtwinklige G^ordina« 

ten ix,y). 

Aufl6sung. Es bezeichne et den Winkel, dor aus der Richtung 
DJ in die Richtung DB, ß den Winkel, der aus DA in DC, und y den 
Winkel, der aus DB in DC überfuhrt: so sind zunächst die Grundgrö- 
Isen dieser Winkel aus den zwischen den Objecten gemessenen Winkeln 
zu bestimmen I indem das* Coordinatensystem durch die angenommene 
Lage der Grund- und Normal -Richtung die positire Drehung festlegt, 
und dadurch Torschreibt. ob die durch a, ß, y bezeichneten Richtungs- 
Übargünge positive od«r negative Winkel sind. 

Als Hiilfssatis llir diese Auflösung wird als bekannt ToransgeseCxf, 
dalsy wenn P, Q, H, 3 Punote in einem Umkreise sind, die Drehung, 
welche in il aus der geraden Linie HP 10 die gerade Linie JIQ iberfihrt, 
auch in S am der geraden Linie SP in die gerade Linie SQ Sberfiihren 



255 IS. Müller, zur anatjriischm Geometrie. 

^ird. Diese Beziehung ist eine eidfache Folg;eriing ans den EigenBohafien 
der Peripheriewinkel im Kreise^ und es versteht sich| dab dabei die Dre« 
hungen in übereinatimnkendem Sinne vorzunehmen sind. 

Die drei Puncto ./« Bf D legen y wenn sie nieht auf derselben ge- 
r«itlen Linie liegen^ welcher Fall hier ausgeschlossen ist, einen Umkreis 
le.sty der durch sie hindurch geht. Führte dieser Umkreis auch durch 
den Punct C, so wäre die Aufgabe unbestimmt« Es sei also E der 
zweite imd von C verschiedene Punct , in welchem die gerade Linie DC 
den Umkreis JBDy aufser in D, trifft. 

Zur Bestimmung der Lage des Punotes f! hat man sowohl in A 
als in B eine Orientiruog df% Punctes £, In D führt der IViokel y ai«s 
der geraden Linie DB in die gerade Linie OC oder DE über ; mifhio fiihrt 
eben dieser Winkel iu A aus der geraden Linie AB in die gerade Linie 
/fE über. Man erhiili daher, die aus den recht winkh'gen Coordioaten 
sich ergebende Orientirung von B in A durch (D bezeichnendi ((P*^/) als 
eine Orientirung von F in A. Ferner führt in D der Winkel ß aus der 
geraden Linie DA in die gerade Linie DC oder DB uberj mifhfn wird 
der Winkel ß auch iu H au» der geraden Xiiuie BA in die gerade Linie 
BF überführen und es ist {P-jrß) ''ine Orientirung von Bin 1?, indem 
die Orientirung ^, von ß in A^ zugleich euie Orientirung von A in B kt« 
Man erhalt daher (2\.). die relatirr^n Polar- Coordinaten vonß in A durch 

((p, r) bezeichnend, ((Q + V); ']^ ) ^'* ^'® relativen Polar« Coordioaten 

von JB in A: also, {^+y)=:;/, ^^4^:=/ aetÄcnd, für die rechtwinkligen 
Coordinaten {% ^) d«s Punctes E die Werthe 

Desgleichen erhält man für die relativou Polar» Coordiuateu des Puactea 
£ In B die Werthe (^(^-f /SJv--^ — ^j und dadurch auch 9( ä o'-f ^ .cosi;^ 

13 =s 6'+^.smt>* wenn ^ + j^ = t' und '.ilillZ -s ^ gesetzt wird. 

Aus den rechtwinkligen Coordiuatcn der Puncte £ und C ergieht 
sich eine Orientirung* 4/ von C in Ä, die auch uh eine Orientirung von 
D \n E gilt, da Z> in der geraden Linie CE^ oder in deren VeriSngerung 
lidgt. Im Standpimcte D führt der Winkel (*-jS) aus der Richtung DC 
in die Richtung DA^ mithin aus der geraden Linie DE in die gerade Li- 
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vM DA über 8 also giebt (^ — /9) eine Orientfniag von A in D^ und da^ 
ilurch zugleich eine Orientirung von D m A. Ferner lührt in D der 
Winkel (~y) aus der Ricbtung DC in die Ricbtung DB^ mithin aus der 
geraden Linie DB in die gerade Linie DB Sber^ en giebt also der Win* 
kd (4*-*-y} eine Orientirung von B in 2) und dadurch zugleich eine 
Orientirung von D in B. Aus den reohtwinkUgen Coordinaten der Puncte 
A, B^ E und den Oritatirungen der Puncto ^ in ^^ J? und E, ergeben 
Kich auf sechs Wegen die Coordinaten des Punotes IK Man bekommt 

nSmIich (21.) in ^ die Distanz von D^i^^^^p^ oder ^l:±^t=:^. 



Auß ' -r- sin« 

mtfhitty diese =/' und die Orientinmg von D in A oder (4*^— ^)^5s//' 
setzend 9 jrsÄa+/'cosa% r = *+/«{»«<'* femer die Distanz von X> in 

fi==/l^p2) oder ^ ^-^i^O^^-y) , ^ity j.^^ ^yy/ „^3 ^j^ q^.^^^ 

tirung von Z> in -B oder ^ — yssii'' setzend, arsss o'-f/^cosi/'', ycss 
Ä'+/^sinz/"; endlich die Distanz von i) in E:^i^'^^~fA oder =r 
r,^iD(u^^-fi) ^ ^^^ ^.^^ _^ setzend und mit der Orientirung von Z) in V^ 

die =\I; ist, verknüpfend, jrs=Ä + f .eosT|;, y = S5+f .sintj;. . 

Sollte E mit >D zusammeniuHen , so wird jr = V , y ss ^ sein.^ 
Dann ist/'^asO, also 8in(£^'— 1#) = und »'— 11 entweder =aOj oder 
ein Vielfaches von +«"• 

Die gegenwärtige Auflösung diirfte die VOlIstiindigste und allgCF* 
meinste sein, die lieh über das der practischen Geometrie angehörende 
sogenannte Problem der drei Puncte geben lü£s(« 

Schiufabemerkung« Der Zweck dieser Ibbandlung wird er» 
reidbt sind, wenn sie dazu beiträgt, auf die Allgemeinheit, den sichern 
methodischen Gang und die verbaltnifsmüfsige Leichtigkeit der Auffassung 
aufmerksam zu machen, welche die Anwendung der Lehre vom Zuge 
auf die analgetische Behandlung . der Geometrie mit sich fuhrt. Man darf 
von dieser behaupten« dafs sie eine scharf bestimmte, mit der Construc- 
tioD Hand in Hand gehende^ analjrtische Daraftellung geometrischer Be* 
Ziehungen hervorbringt, und da& sie in dieser Hinsicht mehr leistet, wie 
irgend eine andere bekannt gewordene Methode^ 
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2&8 16« G. li^jtune Dirichlet^ snr le$ integrules Eul^riennts. 

Sur les integrales Eulerlenaesu 

(Far Mr. 6« Ltietme ZHwiMti.) 



JJes fot^grates que Legendre a appel^es Eul^riannes de premidre et de 
aeeonde espeoe^ sont Celles que reDfermeut les equationa 

daoa lesqueHes lea oonataates a et bf ou du moioa leura parliea r^llea 
doivent etre 8uppo«^e8 positives pour que les integrales d# deTieaoent pas 
iofinies« Euler a fait Toir qu'il y a entre ces deux transoesdantes eette 
relation tres simple 

, (b\ _ T(a)T(b) 

^* Va/ "• T(a+b) • 

Cette equation qui fait d^eodre une integrale de preiuere etpSoe de 
trois integrales de seconde espece, renferme aussi uae des princtpales pro- 
priete« de la fonotiou T(a). Ea elFet^ si Tod j suppose e-f'^sssl^ on 
trouve, en ayant <^gard a li'quatioB evidente r(l)=l> 

Or oette derniere integrale a la valeur tres simple -. , oomme Eiuler 

Vh trouv^ par rint^gratiOB d'une fraction rationelle et comme on i'a v^ 
rifi^ de diiterentes maniSres. On a done d^finitivenient 

4. r(a)r(i— ö) = ..^^. 

^ '^ ^ ' sin an 

Pour etablir T^uation (3.) et les autres proprietes des integrales Eul^* 
riennes^ les g^ometres ont employe des procedos assez diSerens« Mr. Gmmes 
part de l'equatiQn 

qui s'accorde «reo la formule que Laptace a donn^e pour expiimer b v*- 
leur approehee du produit a^a^j;'!). . ..(p-^k'^i)^ lornqu'on j suppoae t 
tres grand« Apr^ avoir d^montre que Texpression (5.) oonrerge vera «ne 
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Ifmite determioee Idr»qu'oii y fait eroitre iodefifeiiinf'iit Teutier positif k^ 
Mr« Gauss pose cetle limite comme defiiiition de V{a) et dednif do lä 
au moyen des B^ries et des prodnits iofinis tous les th^oremes relatifs aux 
Iransceiidantes Eul^riennes^ y eompris les ^cfuations (!•), (2.) et (3.). 
Cette marche tres naturelle^ lorsqu'on prend oe poiiit de d^part^ ne l'est 
plus lorsqu'oo defioit oes transceadautes au tnoyen das ^quations (1«) et 
(2*)f c'est - ä - dire comme des integrales« II parait alors plus simple et 
plus eonforme ^ la definitioa de ces transcendante» de tout tirer du calcuH 
integral. L'equatiea (3«) qui comprend la forraule (4.), ayant dejü ^to 
d^montr^ par Mrs» Pols^on et Jacobi^), ea -transformaut les int<^^grales 
qui y eotreat^ il reste pour rendre la theorie des integrales Eul^riennes 
plus uniforme^ a prouver par Tintegration les autres formules qui s'y rap^ 
porteot et particulierenoient t'equation remarquable 

9, r(a)r(a+i-)r(« + 4)....r(a4.^) = r2»)~/i*— r(««% 

qui a ete doiinee par Mr. (Jauss et Legenärsy mais qu'on a'a pas encore 
d^mentr^ que je saehe sans recourir aus: deTcloppemeoa tafinis ^^'>. C'est 
Tobjet qua je vafs remplir eo peu de niats. 

L'^quatioD (2.) donne par mi simple chaagemeat da variable 

on s est naa coastante positive. 

8i Ton y suppose a=:l, et que Von integre par rapport a^ antra 
les limites 1 et s^ oo aura la formute oonaue 

8- r (^"^-^^) ^ « log W- 
Si Ton diflR^rentie maintenant T^quation (2.) par rapport n a, apres y aveir 
remplac^ y par Sy on aura 

»• f^ e-' s"^' log{s) ds m^r (a\ 
oÄ Ton a fiiit pour abr^gev — j;p = r'(a). 



«i 



♦) Jonroal de TEcole polytech, 19^*" cabicr pag. 477. Joar«al da Mr, CrtU§^ 
iome XL pag. 307. 

**) Yojtz sur ce point: Commaot. Gottg. tä^. vol. II. , la Traiii da? fonctions 
•IMpliqiief Tftl IL, lea Eicarcicea 4a Mr. Cauchy 19*»«« iivraiaoa at un memoira de 
Mr. Crtüt lam. VIL paf , 376 da son Jotrrnal. 

34 • 



260 iO. G. Lejeune Diriöhlei,. snr les inie/^raUs EulMennes. 

SubstitDant paur log(#) TiDt^grale (8,)^ «* interrerti««aDt l'ordTre des 
int^ratioiis, il Tient 

ou, si Ton met eil vertu des ^uations (2.) et (7.), r(a), ^^"^ ^ fe 
place des deux intc^grales relatives h i, 

Ration qu'pn peut mettre soi» cetfe autre forme, ea mtrodinsant uoe 
nouTelle TariaUe x teile que xss ^Xpi 

Mettant c, « + — , «+— , .^.., a+_— , ©Ä « d^igne iin entier posi- 

to'f iod^peadant de o, Ä la place de a et faisant la somme de toutes ees 
«quations; on aura 

M i'oD fait poiff abreger^ 

— rfa "T" 4i r-'^-i -j- , 



s 

da 

OU ce qiri revient au meme 



n 



fiempla^nt x par 4?% eette ^qaation deviendr» 



1-4 



Si Ion retrancbe de cette ^quation l'^uation (11.), apr^ avoir multipli^ 
oelle.oi par 72 et y avoir remplac^ a par na, on trouve, en remettant 
pour S sa valeur ^t en remarquant qw'on a n ^'^'"l = i^SilSlfÜ 

^ ^ r(«a) da ' 



-n 
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Designant par log {p) le premier membre die cette c^if uation, qui ne dopend 
pas de tf, int^graot par rapport a a et passant des togarithmes aiix Qom« 
htWy OQ aura 

ou f est la constante introdiiite par rmt^gration. Pour dj^terminer le« 
qiHUitit^ p et fy Tuiie et Tautre ind^peadantes de ff, ou cbangera n en 

o-| • DiTiMDt r^quation qui r^ulte de oe ohangement par l'^quatioQ 

(12.). OD trouTe 

r(a-fl) _ JT(njr±i) 

d'ou Von ooneht en vertu de l'equation eonnue r(i -f* 1) ==^ ^ ^ß)» 

p SS ir%^ 

L'equation (12.^ devient ainsi 

Pour d^tenniner y^ cm fera aae — , ce ^ui donne 

r(4)r(|-)"..r(=ii) = i,. 

Si Ton ^crit eette ^quation une seconde fois en renrersant Tordre des fac- 
teurs et Bi l'on forme eosuite le produit des deux ^quations , en ^aloant 
le produit de deux faoteurs de memo rang au moyen de la formule {i^), 
on obtient 

810—- ilD- — Sin * 

n n n 

ftubstitaant pour le premier membre sa ralein- connue^ on oonclut 

f = (2«) * /•/!. 
On a done dofinitivement 

oe qui coincide areö l'equation (6.)« 

L'equation (IL) differe un pea par sa forme de l'equation eonnue 

■•■ /(jfe-S)' 
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Ponr ebtenir cette fl^roiere, i1 fant (ranKformer d'ifne maniere difFc^refite 
las d#ux parties de Hnt^gral« (lO.). Ed posant^ comme plus Imut, .r = 

\j:" . dans la secoade , il faut dans la preniiere qui cohtieitt Fexponen« 

tielle «% remplacer y par log \—j . Mais ce proc^d^ n'est pa» exompt 

de diffieulte, car oo tait qiril n'e^t pat perrois en g^D^al d'employer des 
«»bstitiitioiis differeiites daus deuK parties d'uae integrale, lorsqiie cei par- 
tiea Momi «^par^meDl infinies» Pour se convaincre que dans le cas actuet 
le r^sultat atiquel oo arrive en op^rant eomme on vieot de le dire, ^st 
n^Dmoins exact, oo remarquera qua, puisque la' fonotioii soua le signe 
aomme dans l'iiitegrale (10.) ae devient pw iufinie poor/=aO^ la 4iSi^ 
reace entre cette iat^rele et l'expreaaion 

4evi<»ndra moindre que tonte qtiantil^ aasignabie, lorsqii'on ftiit d^croitre 
iad^fiaiinent le Bombffe posilif £• En efteetiiant dans Tiat^gral^ (14,) les 

deux substitiittons lodiqu^aai die preodni cette forme 

I 

ou, joe quI est la mdme cbose en ajoutant et en retranobaiit en meme 
tenape Pinlegwle / — j-jpr» 

c/^ lO£f— 1 



1 




La fonction sotis le signe somme dans la derniore de ce» deiix integrales 
qui est du geure de aelles que Mr. Cauchy appelle singiilieres, croissant 
loMqiie X passe de la limite inferieure h la limite sup^rietire^ cette inte«* 
grala est ^yidenittient moindre que la qnantit^ 

qui devieat iafinimeat petite en meme temps que 8. H suit de la et de 
ee quipr^oede, que la premiere des integrales (15.) finira par diflP^rer de 
(integrale (10.) d'uae quantite moiadre que toute grandeur assigaable« 



IG« C htjtune Dirichltty sur Us uU^grah^ Bui^rimnei» 299 



rr"-» 



D'uB autre c6t^. cerame la fonetion — 7-7-7 — ^ — — a luie valeur fi»ie 

pour J7=I, eette meme iot^rale (15.) conTerge aussi pour im valeurs 
d^oiiMuitM de « rwi la linite 



/ 




d^f 



qiii doit par Mns^quent couioidfr arec I'iot^rale (10.); c« qui montra I'no« 
€ord des ^lualions (10.) et (13«)« 

Je ferai remarquer esoore que l'^uatiOB (S«), apres y aroir rem- 

plac^ f— j par l'iotegrale (L), ^tant diSS^reoti^ logarithmiquement par 

rapport A i, dosaa d^abard 

et par suite, es ayant ^gard A l'4fiation (tl.), 

th^oreme coddu qu'JEii/^r a deduit de la consid^atioti d'un produtt com'« 
pos^ d'iin nombre iofitii de faoteiirs. 

£0 termiaant |a demontrerai une ^ualien qm compreod \a for« 
roulA (3*). L'equation (7.) doime 9 en y meltant c -|- -^ u la place de s^ 

MuUipliant celie-ci par €r^^xl"'^dZf b et k d^siguaut ainai ^e a et c des 
coDstantes positires, et iaf ^graot depuia j^ = juscfu'^ z^=^oc^ il vieat 

^quation qui pread oette autre forme ^ si ron j met pour Tiutegrale rela« 
tire h z dans le premier membre sa Taleur don»^ par la formule (7.), 

Cetfa relalioa entre deux traiiseendantes de meme forme rentre dans 
r^quatioa (3.) lorsqiroa fsit casO^ 4r=si 1. li faut daus ce cas pour que 
les' deux m^iibres ne devi^^naent pas iniiuis, snpposer b^a; mettant 
donc a -{- & a la place de b^ 00 aura pr^cif«^niei»t Cequatioo (3.). 
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17. 

Siimnienrecliniing für Reihen, die durch zusammen* 

gesetzte Functionen erzeugt werden. 

(Von dem Herr« Prof. Oetiinger zu Heiclelber^^.) 

( Fort«et7.fing von No. 0. und 14. Band XI.. Mo. 24. Band XK., Noi 22., 23. «ib4 24. Sana XIII 

fso. 18. und 23. Band. XIV.) 



§. 104. 

JVacbtIcm «rir die SummeDreilien, die dui^h einFadie FunctfoDen erzeugt 
werden^ betrachtet uud die ihnen zugehörigen Summen - AusdrScke auFge- 
suohl haben, gehen \vir zur Betrachtung soliöher Summenreihen überi die 
durch zusammengesetzte Functionen erzeugt werden. 

Wie wir bei den Reihen , die durch einfache Fundionen erzeugt 
wurden, Reihen unterschieden haben^ die mit den fallenden figurfarten nnd 
die mit steigenden figurirten Vorzählen §• 73. -*- 89. und §. 90. -- 103. ver- 
bunden sind^ so können wir auch bei den Reiben, die durch zusammen«* 
gesetzte Functionen erzeugt werden, diesen Unterschied beibehalten. Eben 
80 werden wir auch hier zwischen Reihen^ der^n Glieder mit po^tiven) 
und solchen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, 
zu unterscheiden haben. 

Die Art und Weise aber, wie wir die Summen - Ausdrucke fnr Rei- 
hen, die durch zusammeugesetzte Functionen erzeugt werden, aufsuchen 
werden, füllt im Allgemeinen mit der, wie die einfachen aufgesucht wur* 
den, zusammen, uod ist nur darin von jener verschieden, daJs wir in den 
§§.73., 00., 91. und 92. gegebenen formellen Darstellungen die einfachen 
Functionen als zusammengesetzt befrachten und dann an den zusammen« 
gesetzten Functionen diejenigen Geschäfte ausfSbren, welche die gegebe« 
oen Gleichungen angeben, und deren entwickelte DarsteHuog in der drit« 
ten und vierten Abhandlung^ die von den Aufatufungen und Unterschieden 
1er zusammengesetzten Fimctionen handeln, gefunden wiirde^ 

Wir beschSftigen uns zuerst mit solchen Reihen, deren Glieder mit 
litiven Zeichen und mit den abnehmenden figurirten Zahlen verbunden 
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sindf, legen m dem Bode die erste Darstellung von (350«) xu Grunde und 
setzen in ihr statt der einfadien Function X die zusammengesetzte X¥. 
DadujTcb erbalten wir 

Dieser Gleichung entnehmen wir folgende Bedeutung. Eine Reifao^ deren 
Glieder durch eine zusammengesetzte Function nach einem Gesetze^ wie es 
den Gliedern auf der linken Seite des Gleichheitszeichens zum Grunde liegt« 
erzeugt werden, wird dadurch summirty dals der erste negative Unter 
schied von den Functionen, wie die Ausdrucke auf der rechten Seite dec» 
Gleichheitszeichens angeben, genommen wird« 

Den Ausdruck ^''^ (X^^^ . Y^^i) können wir nun nach der ersten 
Gleichung (317.) darstellen, wenn dort ;>=:72+l und ^""^(^0^0) nach 
der ersfen Gleichung von (316.) gesetzt wird. Dies fuhrt zu folgender^ 
Gleichung: 

473. X^Yo^X^T, + X,Y,^X,Y, + ....^XJ7^ 

liegen wir die zweite Reihe in der Darstellung (350.) zum Grunde ^ und 
setzen statt der einfachen Function X die zusammengesetzte XVp so er- 
halten wir 

Führen wir nun aus (317.) die auf der rechten Sdte des Gleichheitszei« 
chens angedeuteteu Werthe ein, so entsteht 

474. in+l)X^Y^ + nX, Y^ +(^n^l)X^ r,+ .... +X,y„ 

^i:tl[j:A--y— aX a-'y ^ A^XA-^Ta— ..••] 

~ X,A-^ Y, + QaX, A-» T, — 3 a'X, a-^ r,+ 

Fahren wir mit dieser Substitution fort, so erhalten wir ganz auf die 
nSmlicbe Art allgemdn aus (347.): 
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— ^4^lTn^[-XÄ-*r— AX.A-»y,4. a'x.a-'y, -....] 

Die vorstehenden Gleichungen zeigen , wie der Summen « Ausdruck (3r 
xusammeogesetzte Reihen aus des posidven und negativen Unterschieden 
der einfachen Functionen gefunden werden kann« 

Wir bemerken an der vorliegenden Gleichung ^ dab die Sommen* 
Ausdrücke auf Reihen , die ins Unendfiche fortlaufen, führen* Dem An- 
scheine nach sind sie daher unbrauchbar. Sie werden aber dennoch sehr 
gute Dienste thun, wenn wir berücksichtigen , dals die Unterschiede der 
einfachen Functionen häufig auf führen« Dieser Umstand verursacht 
dann^^ dals die Reihen selbst abbrechen« Führen sie nicht auf , so er« 
zeugen sie oft sehr convergirende Reihen, und dann reichen nur einige 
An hogsglieaer hin, um den Werth sehr genau zu erschöpfen« 



$. 105. 

Um eine Darstellung für zusammengesetzte Reihen, deren Glieder 
mit abwechsdnden Zeichen versehen sind, zu gewinnen, verfahren wir 
eben so, wie in dem vorhergehenden §. geschehen ist. Ob sich gleich 
hier die Reihen in solche von gerader und in solche von ungerader 
Glieder- Anzahl scheiden, so stellön wir dennoch die zusammengesetzten 
Rmhen dieser Art nieht getrennt dar, sondern entnehmen allgemein 
aus den Darstellungen (351.) und (352.) folgendes, wenn man X^, Y^ statt 
JTo setzt, 
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476. i («4.i)(w 4.2) y Y "("+<) X- r o. + x v 

Mao erkennt, dais 2ur Oaratellung der Summen -Ausdracke für zusam« 
mengeftetzte Reihen der vorliegenden Art die negativen Aufstufuogen der 
tnsammengesetzten Functionon luitbig sind« Diese finden ivir m den Glei« 
diuHgen (289p) imd (290.) mitgetheilt, wo sie auf die positiven Unter«* 
schiede und negativen Aufstufungen der einfachen Fuactjonen zarttckge« 
Itihrt sind. Benutzen wir diese Darstellungen ^ so erhalten wir folgende 
Resultate, wenn ;» =: ;i -f 1 gesetzt wirdx 

=* i[-^«4-IS ^w+l'^ ^-^n+lS ^'«4-2T* ^ -^n+lS '»-»•^••••f 

u. s. w. 
Hieraus ftllgein«in: 

478, — j7=rri — •^" '"■" p=rri -^ 'it — p=»7i ■*» *^ "^ " 

35' 



J 
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Bei allen diesen Gleichungen gilt das positire Zeiohen (Sr eine ungerade, 
das negative für eine gerade Glieder- Anzahl» 

Die nemliehe Bemerkung^ die über die Natur der unendlichen Rei- 
ben des Summen« Ausdruckes am Ende des vorigen $• gemacht wurde, 
gilt auch von den Reihen ^ welche die Summen - Ausdrucke in den Glei« 
chuttgen dieses $« bilden« 

i. 106. 

Die negativen Aufatufungen der xusamtnengesetzten Functionen^ 
welche die Summen - Ausdriicke der Reihen des vorigen %m bilden, wurden 
nach den Gleichungen (289.) uod (290.) entwidiek* 

Diese Entwiekeliing erzeugte Reihen ^ deren Glieder mit abwech- 
selnden Zeichen versehen sind. Legt man aber die Ent Wickelungen , wie 
sie aus (291.) und (292.) g«»wonnen werden, zum Grunde, so gewinnt man 
Summen -Ausdrücke, deren Glieder mit gleichen Zeichen verbunden sind. 
F&hrt man die in (476.) angezeigten Geschäfte aus, so gewinnt man fol- 
gende Darstellungen, 



479. 



( w4-l)(»-f~ 2) V Y w(j»+ 0^ V I 4. -TT 

+ ^ [XU^r. + 2AJU^»r,+ 3A'JL4S^n+....J 



x^r»y»+ gAaL,^*r,+ ^A'x.,^*y,+...., 



und allgemein 
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(n 4-1)''"' ' ' i«'"' ' * 

480. — TTCTiTt — ^^0— -p::jjiXiYi-^....jt^X^V, 

VoD deo Zeicheo-de» (n-^i)ten Gliedes der Beihe voo der ersten Reihe 
deft Summen- Ausdruckes I und ron der Natur der unendlichen Reihen im 
Summen »Ausdrucke gelten die nemlicben Bemerkungen ^ i/relcbe in den 
beiden vorhergehenden §$• gemacht wurden. 

§. 107. 

Bisher haben ivir zusammengesetzte Reihen mit ihren Summen- 
Ausdrucken betrachtet, worin die mit den Gliedern der Reihe verbunde- 
nen Vorzahlen in dem Verhiiltnisse fallen, wie die Stellenzahlen ^tmehmen» 
Nun wollen wir auch solche Reiben betrachten, worin die mit den Glie- 
dern verbundenen Vorzählen eben so steigen, wie die Stellenzahlen der 
Glieder, wozu sie gehören, und die ihnen ungehörigen Summen- Aus«« 
drucke aufsuchen. 

Auch hier legen wir zu dem Ende die Reihen und ihre Summen« 
Ausdrucke, die für einfache Functionen gelten $. 90. u. s« f. zum Grunde, 
und gehen von ihnen auf zusammengesetzte Reihen aber« Zuerst betrach- 
ten wir Reihen, deren Glieder mit einerlei Zeichen, dann die, deren Glie- 
der mit abwechselnden Zeichen verbunden sind« 

Setzen wir in den Gleichungen (440.) und (441.) statt der ein- 
fachen Function X die zusammengesetzte XqYqj so erhalten wir folgende 
Zusammenstellung : 

B (n+ 1/ A-*(A^i Y^i)-ä-HX,^, Y,^i)+A-^iX^Xoh 

vva.2.3 , 3.4 , (^ 4-t)(»4 'g)v y 

« {''+^)<^+'^) ^-t (x^ yn..)- ^A-M^M-i rH.i)+A-»(y,.i., T^,)-.A-*(XoY,), 

Qt 8« W» 
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Zvst DaratelluDg der Summen -Ausdrucke (or die vorliegendeB Reihen rind 
uns die negatiren Unterflobiede einer sweitheiligen Functioa nüthig« Wir 
gewinnen tie aus (316.) und (äl7.), wenn die gehörigen Stellenzahlen 
eingeführt werden» Hiernach entsteht: 

^ [ A^„4i . A--n'„+i ^ 2A a:;.+i , A-3 y„+2 + 3a^V„+, . A-* Fh-s— . . . J 
4-X.A-2V ~ 2AX.a-^Yi + Sa'^X.öt^Y^ —.... 



481. 



ii+l 



,- [X.i-^Y., — 3A3:.A-«yt + 6a»A'.a-*Y2 

und aligemeki, aus (442.): 



•■^» ■ ■ • J 



• • • • 



•"••••Jf 



482. 



r(r+ 1) ,. 



(«+t) 



rw^il 



J^u ?b+ Y"-^* Yi"! " j 2 -3^1 *» + ••• «H Ar-ifi — •^'« T^" 



"■•• « • t • j 



•*" • • • • J 



■»- ^^yiTr ^rA:^^! ^ A-^ Vit^i -3 AX„+t . A-^rM-27f 6 a'aVi 



•a"^Fr^— -«,,,j 



•- # 



C-y [A . A-^ fx - j-A X.A-'-' r, 4.r<J+L)AlX.Ä.r-2|rj_... J, 



Wir suchen nun die DwstelluDg der Summen -Ausdrneke für sdehe 
zusammengesetzte Reihen^ deren Glieder mit abwediselndei^ Zeichen rar« 
bunden sind, auf« Wir gehen dabei von den Gleichungen des §. 91* auS| 
Es unterscheiden sich ewei FfiUe. wie bekannt^ und zwar für eine unge- 
rade und eine gerade Glieder-' Anzahl. Ziehen wir bdde Falle in eine 
Darstellung^ so gewinnen wir aus (450.) und (45I.)| wenn die zusammen- 
gesetzte Function Xi^Yr statt der einfiudien X, lesetzt wird; 



wmmi^mmm 
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Die Darstellung der Summen • Ausdriicke der vorstehenden Reihe, 
erfordert die negativen Aufetufungen der zusammengesetzten Funottonen« 
Wir entnehmen sie aus den Gleiebungen (289.) und (290.) S.OO.^ und 
erhalten dadurch: 



484. l 



Äo »0 ( O ' '' I 7T> ^ xj — ...«TP ^ „ An ■»» 



1.2 



i:[A"n^l^"' Yn^t — 3aX?,^i^' Vn-f2+6A-Xn+i5 yiH»l^**»*i 

und allgemein: 

4o5» -^0^0 r- AiXi-i T-s — AaX-j — .... + TTtJt Vi * « 

= +— T^zrn — I -^••+1 s"'* ^M-i — aXh-i^""*F„^?-|- A-X^i4is ^f;4^~..,.] 

1 ' 

± TLij] f^n+lS *"«+! — 2AX,^l^^r„42 + 3A^Xi,^.i^y«4.3— .•..] 
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«^ 109. 
Dto Summen- ÄusdradLe^ die w dem vorliergeheodea f^ (Hr zu« 
sammengesetzte Reiheo mit abweolwelDden Zeichen gefanden iivurdeD« 
»ind durch Reihen darge^telit^ deren Glieder «elbst mit abweebsehiden Zm« 
eben versehen sind. Gehen wir aber bei der Darstellung der Reihen im 
Summen -Ausdrueke von den Gleiobungen (291.) und (202.) $.60., welche 
die negativen Aufiitufungen der zusammengesetasten Functionen auf andere 
Weite darstellen 9 aus; so gewinnen wir Reiben^ die mit einerlei Zeichen 
versehen sind. Die Gleichungen (463*) leefgeni wie die Darstellung der 
fraglichen Reihen gefunden werden kann« FShren wir die angedeuteten 
Geschäfte aus, so erhalten wir: 

„ 2.3 y, ^ i_8-* V V -L (^•f'^)>(^ r?) V V 

U. 8. ff* 

Hieraus aligemeio: 

487» -^o ^) T" '^^"J""T*ö — -Ya Yi "-'••»db ^r— ^ 7t — ^« F" 

±^-^^— [^- -I <'"' r„^,4-2AA',-2^ r^i+3A»A-;»^^-«y»+,+. ...) 
1 [x,.,+, $'-' r,+i + Y ^ ^ -r $-'^' y^i+ ^^^^ A' A»^., f-'-' r.H^l + . . . .] 



486. 
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Das positive Zeichen dieser Gleichungen gilt far eine ungerade Glieder- 
Anzahl , das negative für eine gerade. Die Reiben des Summen- Aus- 
druckes sind ihrer Form nach unendlich , brechen aber ab, wenn der 
unterschied der Function X in (ibergehf. Ist die eine Function X eine 
gebrochene, so fUbren zwar diese Reihen oft auf unendliche Darstellungen ; 
sie convergiren aber in manchen Fallen so stark, daft oft einige anfangs- 
glieder hinreichen, um ihren Wertfa hinlänglich genau darzustellen. 

Die in den §$. 104« bis 100. gefundenen Formeln sind ganz allge^ 
mein, und gelten von eusammeagesf^tzten Reihen ohne Riicksicht auf ir- 
gend eine specielle Function. Die Darstellung der Summen - Ausdrücke 
{Ur zusammengesetzte Reihen, die dem genannten Bildungsgesetz unter- 
liegen, wird also darin bestehen, dafs wir die allgemeinen Gleichungen 
auf specielle Falle anwenden. Die Functionen X und K sind von ein- 
ander ganz unabhängig.' Von der schicklichen Zusammenstellung der spe- 
ciellen Fälle wird die AufTiodiing der Summen -Ausdrücke bedingt sein, 
und eine zweckmäCsige Combination wird die Darstellung sehr erleichtern. 

Wie dies geschehe» kanu, soll im F'olgenden ge-i^eigt werden. Da« 
her wenden wir uns zu Anwendungen. 

$. 110. 
Bei der Darstellung der zusammengesetzten Kttihen, mit ihren Sum- 
men-Ausdrucken, ist es weder miiglich noch belohnend, alle einzelnen 
PfiHe anzugeben« Daher heben wir von den vielen durch Combination 
möglichen Fällen diejenigen, die uns die merkwürdigsten zu sein schei- 
nen heraus. Geht man von der einfachsten Gestalt einer zusammen- 
gesetzten Reihe aus, so bat man: 

XoYo±XtYi+X2Y^±XiY^+....±X„Y„. 
In dieser Reihe kann man nun jede beliebige Function von Xy statt X 
und /"setzen, und sie dann mit einander verbinden. Versteht man au- 
erst untej X eine Potenzial - Gräfse, so kann man dann unter Y eine Bx- 
ponentiaU oder Kreisfunction verstehen, und umgekehrt, und dann ge- 
winnt man z.B. Reihen von folgender Gestalt, 

jr^'.sioJc + Cx+Ax/'.sin (x+Aar)-f-(x+2Ax/.«in(Ä+aiar)±.,..+(x+/iAx/ «iii(x+rt^T)» 
jc'*. CCS X ± (x+ Ar/. CO» («+ A.r) + (x+2Ax/. sin (x+2Ax) + . . . .±(x+if Ar/, cos (x+ näx). 

Yerbindet man die Facultäten mit den genannten Functionen, so entsteht : 
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a/"*'..' +(ar+äx)" *'.«'+*' +(«+2Axy"*'.«^+'^' ±.... 

489. / *" "" • *'" * - ^""^^ ""^ ' ^' • "'" ^"^^^^ + (x+Sax)" ' ^'. «Jn fH-2A») + . . . . 

Terbindet man die FaouItSten mit Potenzen, ao gewinnt man: 

490. {^'^^^ fH-^y'^' , {a>\.i&xr^' . (£+«Äx)'"^' 
U. 8« W* 

Dartteliuog d«r SanneB. Ausdruck« für susammengesatzt« Reihta. 

f. 111. 
Wenn wir uns nun «iir Oaratelluog der Summen -Ausdrucke fiir 
zusammengesetzte Reihen selbst wenden, so liegt es ganz in unserer 
Willliiibr, was für Functionen wir in den bisher gegebenen allgemeioen, 
formellen Gleichungen statt X und T sobstituireo. 

Berücksichtigt man aber, dab alle Reihen im Summen - Ausdrufske 
ihrer Natur nach unendb'ch sind, so ist zu bemerken , dafs die Wahl na- 
türlich am zweckmäfsigsten so getroffen werden muls, dafs die der Form 
nach unendlichen Reiben endlich abbrechen. Die Unterschiede mancher 
Functionen führen auf 0. TrüR man die WaW der Functionen nun so, 
dab diie Unterschiede der gewShlten Functionen auf endliche Reihen füh- 
ren, so wird dies die zweckmiifsigste Wahl sein. 

Wir suchen nun den Summen -Ausdruck für folgende zusammen- 
gesetzte Reibe: 

deren Glieder aus den Gliedern ^ner Potenzen -Reihe und einer Expoaen- 
tiaigroben- Reihe zusammengesetzt sind. 

Wir finden ihre Summe mit Hnlfe der Gleichung (473.), wenn 
X,issx' und Jäc' gesetzt wird. Dadurch wird nämlich 



•— 
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Zur Darstellting dea gesuchten SiimmeD «- Ausdruckes werden uns die po« 
sihVeD Unterschiede der PotenzialfuDctionen und die negativen der Eipo* 
nentialfunctionen juitbig. Die erstern zeigen wir, da ihre entwickelte Dar- 
stellung (138.) $• 27. zu weitlMuftig wurde^ nur an ; die negativen Unter- 
schiede der Exponentiairunctionen sind nach (202.) folgende; 

u. s. w. 

'o 

II. S, w. 

Die Einführung dieser Werthe fuhrt zu folgender Darstellung: 












Das letzte GhVd in der Reihe, stiinmt mit den GKedern der ersten Sdiei- 
telreihe im SummM« Ausdrucke nicht Sberein« Zählen wir^ nm diese 
Übereinstimmung herbei zu führen, (jr+C^ + l)^^)^*^'''^^'^'^^'^ ^^ beiden 
Seiten des Gleicbbeitszeicliena zu, und verbinden dieses Qlitä mit dem 
ersten im Summen « Ausdrticke, so wird: 

Setzen wir ferner nach diesem Zuzählen n statt n + l in der vorliegen- 
den Summengleichungi so ziehen wir hieraus folgende Darstellung : 

36 ♦ 
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4tt2. x'=. n" + (dp + Axy ■ 0*+^ + (.*+^.4ar}''. 0*+**' + ..-. + (x+n&xy. a^-^"** 

l,A^ — 1 



r+AJT 



Eine andere Darfttelliing fiir den Summen- Ausdruck der vorliegenden 
Reiliei der auf den Produeten der Verbindungen mit Wiederholungen be- 
ruht, ¥irtrd unten §. 141. No*611. folgen. 

§. 112. 
Um' die Darstellung des Summen r Ausdruckes für susammenge- 
setzte Reihen gleicher Art, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen 
Tersehon sind^ zu gewinnen, gehen wir von der Reihe 
jpP.ö* — (jc4-Aa?)''.o*+^' + (jc + 2Aa?)P.a'+' *—.•.. + ra? + /iAjry'. ö'+»-^- 
aus. Mit Hälfe der Gleichung (477.) finden wir diese, wenn wir dort 
Xit = x^* und y =r o^ setzen. Es entsteht dann : 

Die positiven Unterschiede der Potenzialfunctionen deuten wir hier nur an. 
Die negativen Aufstufungen, die uns nOthig werden, sind nach (87^$« 14. 
folgende: ^-x y^^^ ^ ^-.,-4..+.).. ^ f!^^. 



14 u^^ * 



^ r, ;= (-^ a-+^- =:- -^'^ 



U. 8« W# 
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Werden dietM Werthe eiogpfubrt, so gewinnen wir: 

- A» (a- + (n +l) A.t:f.a^+<"+*'^^ _ ^l'fÜ!!! 

Das letzte Glied in der Reihe stimmt der Form nach mit den Gliedern 
der ersten Vertioah'eihe im Summen - Ausdrucke nicht Oberein, Um Über« 
einstimmung herbei zu fahren, bat man auf beiden Seiten des Gleiohbeits* 

Zeichens (* + (/i+ l)Axy.o'+'"+*'^ bei einer ungeraden Glieder- Anzahl 
ab, bei einer geraden aber zu zuzhiilen. Geschieht dies, so wird das Ab» 
zahlen in Verbindung mit dem ersten tiliede des Summen« Ausdruckes, 
das posifiT Ist, zu Folgendem fähren: 

das Zuziibleo aber zu dem ersten Gliede, das negativ ist, zu Folgendem: 

Trennt' mau nnn die R^hen Ten ungerader und gerader Glieder« Anzahl 
von einander I und setzt dann n statt /z+l» ^^^ einfachem Darstellung 
Tregen, so führt eine Reihe von ungerader Glieder«- Anzahl, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen versehen sind^ 2u folgendem Summen- Ausdrucke: 

494. x''.c*— (jr+Ax)^a^^"+ Cjr+2Ajrf .a*^-*'^^ — .... + (x+nAxY.a"^^^ 

14-öA«:»^^ »^ ^ ^ •'^{l-l-il^*)»' VI/ I 

Uf 8* We 



278 ^7. Oeitinger^ Summenreehn.f^ Reih,^ d. durch zuxammeng^s. Puncto erzeugt wfrd* 

£me Reihe von gerader Glieder -Anzahl fuhrt zu Folgender Darstellung: 
495. *^. «* - (*+ Ax/. a*^^ + («4-2ax)p. «'+»** —....— {x^nAxf, «'+-*» 

Die beiden Gleidiungea (494.) und (495.) unterscheiden sich nur durch 
die Zeichen von einander. Andere Darstellungen Vax diese Summeogiei» 
ohuDgen sehe man unten (612.) und (613.) f. 141. 

$. 113. 

Legen wir die Gleichung (479.) $. 106. zu Grunde, so orhÜlt man, 
wenn man Xssiv^ und Ysaq" setzt, folgende Darstellung: 

«P.«*— (jp + Axy.o'+^' + Car + ^Aar/.ö»*»^ — .....t(jr + «Ajr)'».«*-^** 

+ (x^Ax)P.^*a* + A(x — 2ax)p.^-««»+^*4..... 

Die negativen Ai^tufongen, die una nfitb^ werden, liad nach (87.) $. 14* 
lUgeude ; 

>>2^+(,i..)A* « «-•^<'^'^^' . ^-»., _, _j»: 

* (l+a^»)»* & " — (l^-nAx)»» 

> (l+a**)«* S « -- (I ^ aAx)« » 

O« 8. W» U. 8. W. 

Aus der Eiafnhrung der vorstehenden Werthe ziehen wir folgende Dar- 
stellung für eine Reihe von ungerader Glieder- Anzahl: 



17. Oel t Inf fr. Sitmmenreehn./,7ieih., d. durch zuaammenget,Funct. erzeugtwerd. 279 
496. x^^a' ^ (.r'\-&xy.a*+^^-{-(x+QAxy.a'+-^^.,.^^(x-{'nAxy.a'^''^' 



11. s. w« 
Für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl aber 
497. x'.a'—(x'\-äx/.o'+^-^ (x+2Axy» o**"»^ — (x+äa*)p. o*+^ 



Auch diese beiden GMchiingen sin'd in ihren Snmmen - Aosdriloken nar 
durch die Zc^icben der ersten Scheitelreihe Tenchieden. Andere Dar« 
Stellungen für die Summengleichungen (496«) und (407«) finden sich unten 
§. Ul. Ro. 614. und 615. 

f. 114. 

Gehen irir nun zu Anwendungen über^ so ist zu bemerken, dafs 
uns die Unterschiede der PotenzialAinotionen nothig werden. Wir erhaU 
ten aus (138.)^ wenn wir statt p die rerschiedeaen Exponenten setzen^ 
und Y als eine Function Ton x betrachten, folgende Zusammenstellung; 

498. A r = Ax, A«r =?: 0, A^ Y = 0, 

499. * A'r- = 2T.Aa: + (äx)\ a^Y^ = 2(Ajr)% 

für die höhern Unterschiede a' r ' ss 0, a^ T' s C, u. s. w. 
Die Unterschiede Ton Y^ sinds 

JA r» SS 3i*Ajr+3r(Ax;^ + (Ajp)% 

500. Ja' y^ = 6 Y(äxy + 6(A;r)% 

(a^ y' = b(äxyi 

dio hohem sind a* Y^ = 0, a'^ Y^ =r 0, u. s. w. 



280 17. Otttingtr, SummenrtokH./. Reik.^ d. durch zusammenges. Ftmcl. trznigt wtrd. 

Die Uutersehtede von J* sind: 



A y* =s 4ir'Aaf + 6r(A*)'-f. 4r(Ax)» + (A*)*, 

;a» r* == 12 YVa jr)' + 24 Y(&xf -f. l4(Ax)% 



M ir» s=s 
Ja« r* = 

A^r* = 24 r (Aar)» +36 (Aar)*, 
,A*Y* » 24 (Aar)«; 

die höbero Uoterschiede und a r* = 0, a^ 7* = 0, u. ■. w 



i 



. Setzen wir nun 9 um einige specielle Fälle su gewinnen, in (Irr 
Gleichung (402.) die Function r=:(j?-|-/7Ajp) und y = jr; femer Matt p 
allmählig die Wertbe 1^ 2, 3, ....: so erhalten wir fiir Reihen ^ deren 
Glieder mit positiven Zeichen versehen sind, folgende Darstellung: 



502. 



a* 



- ^— ~^(£2(*+l.A*)+A»l."A»-Ca«+^)) 

ar» . 0*^+ (x+Aar)» . o^+A* + . . . , -J- (ar+nAar)» . 0*+"^ 

((ar+iiA») » . a(«+»)Ax _ »» ) 



.* 



.^•— 1 

^i!l!!:!f! ([3(»+jiA*)*+ 3(a>|-i.4*) A»+ (Ax)»] a"^«- [3««44«Ax+(Ax)« j) 

(a^* — 1)* 

(^-^•j;::^- ([6(a+A,)+6A,] ,.A-- [6«+6A,]) _ 1^^^^ 

U« 8« Wf 

Fuhren wir dieselben Werthe in die Gleichungen (404.) and (405.) ein, 
und ziehen beide Darstellungif^n, der Kürze wegen, in eine zosammen; so 
erhalten wir Folgendes fdr Reihen, deren Glieder mit ahweohselndeo Zei* 
chen versehen sind: 



i7, Otttingtr^ Summtmrtduif/. JSnk^ d. Jurdk xiamnmfngei, Wmwt. truugt wrd. 281 



^± 



j;^((x+«^)..C-+«A.i,)i^^^..^:pi) 



~ ±i:^(<*+»A«p)'.a(-**3Ar4.^.) 

SOS. ^ (1+«**)» 

= ±--~rj((«+llA*)?.««"+i)A»-.«*) 
1-f-a . 



u« s. ir. 

L^^ wir flndlidi £• Glekhungm (496.) und (497.) smn Gmtid», «ad 
neben läo in «ine DenteOaag suMunAen^ so erhalten wir, nit BenirtBong 
der Gleichungen (tiW.) u. ff. : 



504. 



~ ± ^J^^ ((»+wAaf)'.«<"^-«)»^J:(a?^Air)*) 
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2 17. OettingeKf Sitmmtt>reohn,f.Heifi. d. durch zusammeitget.FuHei.erietigt wtrd. 



/a>».a* 



+ j^^ ((a>f»iA«) » . o("t*)'^ + (x— Aa?) ' ) 

504. I ±[3(ap— 2Aar)*4-3(x— 2ajc)a*+(Ax)»]) 

+ t: 2 d^-.l* (iS (a>f (»- 2)Ax) + 3ax] a("+^)A« + [3(*- 3ax) + ^x]) 

f. 113. 

So vreitlSafig die gegebenen SuBimenfornielQ ersoheinon, so lassen 
sie doch bedeutende Reductionen zu^ tirenn wir in ihnen fiir x und ax, 
deren Annahme ganz der WillkOhr unterliegt^ bestimmte Werthe setzen« 
Nehmen wir den einfaehsten Fall an^ setzen arssO uod axssI^ so zie- 
hen wir aus den vorstehenden Gleichungen für die Summenformeln zu- 
sammengesetzter Reihen folgende sehr kurze DarsteHongen , und zwar 
aus (502.) : 

l,a4*2.a*+3.a»+4.a*4-.... + ii.a'' 



505. 



,_1 (a— 1)»' 

l^o+2^a»4.3^«^+4».o*-4-....^^-n^o'• 



a 



1.9.a 



1.2.3.«« 



1*. «-I-2*. o* 4- 3«. o» 4- 4*. a* +. . . . +n*.a'' 



«••a**"' 



1.2.« 






( 



U. B. W. 



Setzen fvir in denjenigen Reiben (503.) und (504.)) deren Glieder mit 
abwechselnden Zeichen rersehen sind , wie vorhin jt ss und a x := 1 : 
fio ist zu berücksichtigen, dals das erste GUed vorsob windet, uod dab 



17. Oetfinger^ Sümmtnrtdtn^ f. Rnh*, d» durch zusanunenges* Fund, erzeugt wtrd, 1 



dann das zweite, welches an die Stelle des ersten rückt, mit dem negati- 
ven Zeiohen versehen ist, wodurch der Zeichenweehsel umgekehrt wird« 

Verwandelt man daher die Zeichen aller Glieder in die entgegenge« 
setzten, so erscheint wieder der vorige Zeichen Wechsel« Wenden wir 
diese Bemerkungen auf die genannten Gleichungen an, so erhalten wir 
dieselben Gebilde mit veränderten Zeichen, und die Reihen von unge« 
rader Glieder -Anzahl werden zu folgenden Darstellungen führen: 



n'.a'+^ 



i.2.a 



506. 






«.«»+» 



»*.a 



» TTr + (TF«T<C3/»^ + 3« + l)«»+l), 



~(T|$«3« + 3)«-+3)-Hi^(«"+l), 



u. s. w* 



Die Reihen aber von gerader Glieder- Anzahl zu folgenden: 






"■" • • • ■ «""^ r f • CV 



507. { 



tf^~n-^i(''"+'^'' 



o+(rRT(«'-i^. 



7i».a»+' a 



=^Tfr-(ifa7(('^'»'+^^«+i)«'~^)+ fiW^«^^ 



-3) 






V u. s. w. 



Wenden wir endlich, ein ginches Verfahren auf die Reihen (504.) und 
(506.) an, so erhalten wir fnr Reiben ron einer ungeraden Glieder- An» 
zahl folgende Summen • Ausdrücke : 



508. 



284 ^7, Oettinger, Summenrechn./. Reih., </. durch tusammtnga, Funet, erzeugt »tni. 
It ft J I •» 1 I - » ».«"+'+1 , o»*''— t 

— 1+a "*" (1+«)» "T (!+«)»»'•* *>» 

1».«* — 2». a' + 3\o* — .... + «'.«* 



_ n».a"+'-fl , (3(n— 1)»4-3«— 2)a»+»— 7 j^o (3«— 3)a»^+8 



509. 



l».ff— 2* c» + 3*.o» + «*.o» 

— n*. a"+^ -i , [4(i»- 1)« ^■6(j.-l)'-f4«^3] a"+' —15 

_i . o [6(>.~2)'+12— 17]a»4>-25 . . » q (4«-6)^M-t^lO , . » » . «"-^'-1 
^^•'^- (l+i)» i-l-i.^. ^1^,^* +l.^.i».».^j_^^^,, 

riir eine Reibe von einer g\eraden Glieder- Aiuahl aber folgende; 

/ « o t I !» 1 II n.«^*--l a»+*+l 

l'.o— .2^«»• + 3^o»~ n'.c* 

n'.g'^^-f 1 (2n— Da»-»-'— 3 ^ g-H 4.I 
'^ i+o (1+«)' * (i+o)» ' 

1».«— 2».««H-3».o? — ....— Ä».c" 

„».«o+t— 1 (3(ii-l)»+3«--2)a»-H— 7 ^ o (3n-3)a^'~8 <os?!l^ 

l«.ii—2«.o» + 3*.c»— .... — «*.«" 

_ «♦.a»*»+l [4(«-l)?-f6(i»— l)'+4w-3]a"->-' — IS 
■~ 1+« (1+a)* 

1 O [6('«-2) + i2«-17]fl"+'+25 . « « (4w~6)«'^i~10 

— !.-«.* ^Yq::^;yi l.Z.3. ^q;^^ 

o"+*+l 

V O. 8. W, 

( Die Fortsetzung Ibigt.) 



m8. C 6. J» Jacobi, th^oremata depwuiißintersHii.duaK attpfrtpbm^ir: a^eBnic* i%S^ 

18, 

De relationikus, qaae locam habere defoent iQter piincta. 
interseetioiiis dnaitim eorvansti vel triam saperßcie- 
ram algebriucanim da^ ordiiii% simul eum enodatione 

paradox! algebraici. 

(AuctOM C. G. J. Jaeobi, prof. ord. malb. Regtom.) 

1. 

Mn Jctis Berolinensibus a. 1748 io optQmeQtatfpoe^ oni iniioriptam est: 
j^Sur une contradiction apparente dans Ja doctrine des lignes courbes^' 
observaTit snmmua Eulerus^ duabus oqrvis tertii ordinis «e in punctis 
intersecantibus 9 pef quaelibet 8 e punotis iilu» nonum determioatiiin esse; 
duabus curvis quarti ordinis ae io 16 punotis interseoantibus^ per qiiaelibef 
13 e punotis iilis reliqua tria determioata e^se; duabus ourvis quioti ordinis 
se io 25 punctis interseoaotibns, per quaelibet 19 e ponctis illis reliqua 
determioata esse^ ect. Rem geometrioäm etiam io termiois algebraids 
proDunciare liort» Duabus aequationibus tertii ordiois ioter duas variabiles 
r,>^si per noven sjstemata Talofum arsjTi^ y = yi; x^ssx^f y==y2;*.« 
.^.x^=^a:^f y^^^y^ satisfity ralores illi noo ex arbitrio statui possunt, sed 
^ octo iUorum valorum daotor sjstemata, nooum iode determioatum est^ 
aive inter 18 valores ^1^X2% • « • • ^9 et yi, y,, . • • r yg duae habentur 
aequationes cooditiooales ; si aequationes sunt quarti ordinis , quibus per 
16 systemata valorum variabitium satisfit, datis 13 e sjstematis illis ^ tria 
reliqua determioata suot| oet« Res ab Ehikra observata gravissima est^ 
quippe in qua fortasse maxrmum impedimentom posituni est, quominns 
plurima qüae de funetiombus integris noius variabilis ab Aoalystis inventa 
sinty ad systema duarum functionQm iotegramm doamm variabilium ex« 
tendantur»- Gognitis. enim pro uoa variabiii valoribns rariabilis^ pro quibus 
funotio iotegra eius eyaoesoit, habetur ipsa fuoctio ut productum e faoto- 
Tibm lioearibusy quae oihilo aequiparatae valores ülos soggerunf» Si vero 
proponeretur quaestio analoge^ ut e sfstematis valorum simuRaaeorura 
dUjprum variabiiiumj^ pro quibus duae functiones earum integrae stmul 
evanescimty ipsae exbibeaotur funettones, baec questio ab antecedente 
iam eo difFerret* quod io illa variabilis valores ex arbitrio acoipi possipt^ 

Cndfe'f Jennial 4. Bf. Bd. IV. lid. 4 38 



£39 tO* Ci 9« '• f^^oHf tfieor£maia de puncfia iniersect. duar, cupoßjr. plmntMr^ algebraie» 

4 

io bac iDter T«9ores varidbitiiim certae aeqnationea conJittOBates ioteroedero 

dejbeanty ut .^asmodi 4>iniiioo extai^tf pdsaint lunotiones» Qua do re wSbl 

trfile Tidebator^ in a^^iationea i^Has oondttionalea pauRo aceurafius impitrere« 

ßit u expresAio ipsarom Xf y ratiooaGa integrii n^' ^^rdioisi quao 

i«+^)^''+^) termiiHS coastare potesta Deatiir ^*'^^y?,'t :^-^2 «jÄtemata 
ralorum j? =.^,i ^ v =» ymj qua© e£ßciant u = ; habentur inter v^-r H^t- ) 

coefifiolentes «Epresuoni» » aequationes lineacea ' g ~^ quaram 

ope e duabus ooefficientibus reliquae lineariter determinari possuot« Sint 
coefiicientcs duae, quibus feliquae liaearitcir determfnantiirt 9 et (j atque 
Sit ralor coefficieotjls teroiioi af^y^% 

designantibuff a^^ßy b^ß expressiones e valorifous apj, y^% ^^^ y^; ;••... 
.... a^(.+o(«+a) ,j y(n+ocn+2) ^ ooinpositas^ puibu» statutis, fvnctio ?/ fori- 

team induet 

qurbu« ki Rummis numem iutogris positivis es, /3i valores omaea eonveoiiiiif, 
pro quibii8 a + |3</7. Hano Igitur formwo induere debeot funotiones 
omnes ipsarum ;r» y integrae n^ ordiDiSy quae pro datia ilUs Taloribiia 
simultaiieis evaoeftcünt« Qaotiea igihir altwa fuDOtio n^^ ordiaia p pco iia« 
dem valoribus aimultaneis ef^anesoit, fieri debet 

V =: o'^a^^psf'yß^b'^b^^ßX^yP, 
desigfiantibus a\ b' alias constantesj^ siv« quae rationem inter ae diveraam 
teuoDt atque const^ntea a^ b. Alioquia enim t^ et u 4anCom faotore coa# 
stante inter «e dtlTerrcnt« 

iSed aequatiouibua n^' ordinii uss-Of i^^tsO^ aire tQquatioqibuij 
quae earum looum tenent, 

4)onvf«itmt n^ BfMemeJkt radicufti aknnltaneorain« Aequafionea autem. m^ 
tecedeutes vidimus per - ^^ * ^^ — Z aratömatt daf ermimata eaae« Unde 

praetf*r sv^texnata >■ ■■ ^ --^ — 2 propoÄita, jiabeotur adhuc a&a naisi^ro 

, iff -t,n4-2 t o _ (?»— 1)(^— g) 

« 5 tr rr "r; 5 ' 

quae illis determinata sunt« ütide lidietiir flieorema> 



18. C.fi^J^Jacohi,theöMmaia^ejpnmcUM.k9Um§ci.äumr.^c^^ 287 

1) \E r^ ^y^ttmaits iVjalorum ifOMrum x^y ^simüUanearum^ yuat dua^ 
fbus -atpicffiorffbus n^ fOrihtis unter ^w^ y ^prifpositU -^afUfMiant^ tari'^ 

(tum f '^o'^"^ ^ex- urbitrio aecipi -posee^ ßre'lifua ' *" ^^ "^ ^* 
Jllis :deterniinari^ . sive Hnter <n^ v4lofen ipsiue rW et 'H* vdlores ipsius 
<y JllU .-re^ondentes ^haberi (n -rl) (/» — 2) aeyuätiones condiiionäles ; 
/^q^od geittaebwe : ita e;x.bibetor tbemmna: 

. 2) JS /i* punetie intersectionis duarum • cucvarum ä** oräinis i^"^ -'- 

puncto Telifuie rdefermhota .es^. 

/AotecedeqtibiMi:1>eiie:'€ODfirman(iir, rcpiasiiiiper fled{ relafiones me- 
ftnorabilw ioter .valores Joeogpitamin« t^pM duabjas «mul aeguationibus 
, algebraMft .aatiftfaäunt« r{6f» oonMnant« ieterw thearematn nova clgebraica 
,^tc., VyXIV,. pajg^.28l.) ,8iDt.eDiin/£rpsjri,ysy^;,«rsx,, y = yai •..• 
.... x=:x^y^ y^^^^^ftr systemata e/iy raforain ipsaram.ar^ ^^ 9^^^^ duabus 
. aequaf ionibus algebmtcia /(^9y).= 09 .^(jr^x)ss^ ^aatisfociuiitj quarum 
.altera ft'',> altera y^ ordiDi8,«8tj/dedi aecpiationes: 

f£l J- ** J- t j^^y »— n 






..^ -:» ..« 



yt j. ?'« 4. 4. y^> _- o 

^'J*':^ 4- ^S**^ 4. 4. ^"^^ - o 
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288 '8. C G. !• Jacohi, ihearemata dt fundu interseeU diiar* curvar. planar. algehraicm 

♦ 

quibns in aequationibos est R^ valor^ quem^ posito aimul x-ssx^f y^=^ym$ 
induit expressio 

dx*dy dy^dx* 

Aequationum numems est ii--2- 5"^ ' Weoque ai fivszv^=^n^ 

i-^ ^~— -^; elimioatis /i' quantitatibus Ä|, Ä,, •••• Ä^i, proveniunt 

inter ipsas Xn d^^^ •••• jr^t atquo yi^ y^j •••• y»« aequatiooea conditio- 
iialea numero 

quod cum theoremate (I) supra propoaito oonvenit« 

Qaoriea aequatioiubna /(^t/)=^0^ ^(Xfy)ssOp quarum alten ii^\ 
altera v^' ordinia eat^ per /i v ayatemata valoniin x^=^x^f yss^y^ aatisfieri 
poteat: facile etiam a priori probari poteat, ipsia R^ certoa quosdam va« 
lorea tribuendo aequationea omnea (3) obtioeri pöase« Statuamoa enim, e 
duabua aequationibua propoaitia /(jr^ y) ?= 0^ (p{x^f)xaB^Q aliam quamcno- 
que derivari aequatioDem , ia Cttttia termiDia ar'y' ait a-f*ß^/'^*t'V — 3» 
Quam deaij^Demus aeqiiationem per 

De qiiai ponendo pro x^ y radieea aifBultaaeaa^ fiuiiiit fiir aequentea: 

s/^.,^*: yf « 0, - 

• • • • • • 

^pm.ß^%y^^r = 0. 

1 1 1 

Qinbaa reapective multiplicatia per -^ , ^ i • • • • -^ et additis^ prorenit : 

Cuius aequationia ope aequatiooum (3) una e reliquia fluit« Eiuamodi au« 
fem aequationea babeotur tot, quot ex aequationibua propoaitia deri?ari 
posaunt aequationea^ in quarum terminis x^y^ sit a-f-ß^f^ + y — 3* Quae 
obtinentur omnea ^ r muttiplieando aequationem /a^ ordiaia per termlnoa 

m^y^f in quibua a+ß^v — 3, qnorum est numerus ^^~ o ^ ^ porro 
aequationem v^' ordinis per terminoa i^y^f in quibua a-}*ß^/^*^3| quo« 



f 
/ 



^rmmtsa^amsm 



18i C G.J.Jacobi, theoremata ätpunnis interaect^ dimr, ciovmr,p?anat, algthraic, 289 

ram est numerus ^i^l-HftzJ. unde totos oarum numerus fit ^^•"'>^^*~7^) 



T ^ 2 * totidom babentur aoqoatienes 

quarum nnaquaqne una aecpntionum (3) ad reliquas revocafur* Und« 
■equationei (3), quaram cat mmienis (/»+»•-' ^)(/«-f» — l)^ revooantor 
omoes ad 

2 2 2 "^ f«V— 1. 

QnIbuB ^v— 1 aequationiboB per ralores ftv quantitatum 4-» J-, .... J^ 

idonee determioatos aatnifieri potesf. — Patet anteoedeotibus. abi eon- 
«tet, f*ir paria coniugata valorum x^sc^^ 7^=^yn «atisfacere duabus ae- 
quatiooibus f**^ €t v*^ ordiim^ /(jr,y) = 0, ^(aPiy) = Oi si jiiy quaDtitatuBi 

^ rationes per jav—I e:t aequationibiis (3) determineiituri reliquas 

^^ Y^ +- j w'Je ^poDte fluere. Qua de re theorema a 

BobHi in oommi^iitatieiiB citata inventum et quod formuUs (3) continetur, 
ni^docel^^ niai, determinatk rationibiufi io quibi» iater se sunt fi¥ quanti- 

tatea -gp, 5^-, ^ per /ii?— 1 e numero aeqmrtkmum (3), easdem t^tißm 

nef inter se teuere ralores^ quos expressio 

1^_^ 

äae* dy dy* dx 

pro radicibus simultane» aeqiiatiooam /(or, y) s= (T, ^(^^y)=rO indait« 

ReKquae eöim aequatiooet numero i + \y~^'\^'^^) ^^ 

solo ex. ilKs p.v — 1 proTeoiunt, quod /Kir sjatemata valorum x^=^st^^ 
y :=s:y^ sint radioes sininUaneae duarum aequationum^ alterius /i*'^ alterius 
ir** ordiois« — * 

E i^^^ '^ . '4"^ — 2 — '"■'■^ «equationom (3) si ope reliquarum 

pLV — 1 elimiuamus Ri^ R^f .••• A^y, obtineiitor inter solas x^f y^ ae« 
quationes ^^ g^^^' —^-f" ^ i "" Obvenit bic insif^ne paradoxon. 

DemoDstravimus enim, si mv systemata valorum or^jr^i^^ ss^^ sint ra« 



jRo« mnittfeBeae dtmrmn .aequartionum^ älteriiis y|^ «Uerius v^' ordinm, in« 
teroedere inter 2^f£ y quantitates x^^ y^ «aequationes .conclitioiiales Dumero 

aive -numerus aequationum eoiidilipnätfuin ,'Dumeri|in inoogoitarum .aut 
adaequet atrt adeo superet« Quod /absurduni ^t« 

3. 
Taradöxoti anti^MdeDtibos propMihim ut/cxpltoetvr, proroerfts ipso« 
rum II, V TalcH»ibu8 fiari ^ebet^ -ut ex aequationibus (3) ^^liminatis quanti- 

tatibus .Rmf ,aequatkme8 rrestantes rtiumero f^~ > /*~-; ^, vy~ n ~ ) 
aliae aliia.4)ODtiBeaiitur« C^ude ^revera numerus aequotioonm coudhionalrim 
M »e loviccm indepenaentitim prodibit <C^^--^ — -g^ • + > ■ - V • 

Hoo rero -^ natura aequatiomim i3) demomtrara et accuratias defiuire 
Dumerum .aoc]uatioDum conditirnalHim y quac superfluae auot Mu r<4iqui8 
contin^ur^ primo intuitu vires J^lgebrae aupoi'are videtur. 

Aequaticnes auperflnae xerte titm prosreniunt, si ftssv, Eo enim 
casu per alias cmisideratiönes initio huius commentatiunculac iridirntts, 
neoessario reqiiiri aequatkmes conditioDales uumero (fc — l)(ju--2,, sr 

2 ^ ^ Äeque eo -casu parauoxi locus est, cum 

numerus illeait quantttatum jr^^ y» numero ?/cit^ plus quam dimidio infe^ 
rior. lam -etiam^ '^si jjl et v inter &e diversi -fiiiDl , per con^iderationes hi^ 
miles atque supra adbibuimus^ «xploremus verum nnmerum aequatieouin 
oondifionaüum. Quo Cacto, ex ip^a naiura aequatiooum (3) demoastratum 
eamusy reliquas iliis eointioerK 

it !if<ifij -aequatio V' ordints determioata ^st per — ^~(t ^ — 1 

aystemata valorqm -ipsarum x^ y simultaneorum , qiiibus aoquatiooi iHt 

aatisjGt« Jit «ddem aequatioui systemata reliqua ji¥ — -~^- g ■■ ' + 1 »• 

fisfaciant^ tolidem haberi debeot aequationes coDditionales« lisdem valo« 
ribus aequationi fi^' ordinis sati^fi^ri propositum . est« Formare ,Tero Itcat 
aiteram aequationem ft*' ordloisy cui jjlv s}>irmata Talorum sponte satilK 
ftciunt^ mulriplieaiido aequationem v*' ordinis cum funetione (pt •— yf ordt« 



riae' esso* possont.' Utramqae aequatioofim ijfi oräbm' f& iungimuSy per 
coDfttftntes illas* arbitrariai effici potest^. nt tötidem eiua termini evanesoant; 
sive stätbere lioet^ aequatiooem* fA** ordinis, cui . praeter aequationem v^ or- 
diuia * satisfacieDduin^ est^ tantam eonstare termioorum ^ niimero 

0^4- 1) (jM^ 2) _ (/^'^ y+ 1) (fi^ v+ 2) 
2 2 • 

CuiusfDodi aeqaationi ut per/u rajrstemtita valörumipsamm ^/y rimulta« 
scorum satisfiat^ . locom ^ habere debeot aequat ioaes eondifionalea tiiimero 

Habetur igMiir totua Dumerm aequalionum conditionaljuiii^ 

Gilde prodit theorema : 

4) QUotie^ fi.v systemata välornm ipsarnm a?, y, xT=:Xif ysssyij 
xrsjTa, y^^^y^j •••• Är5=a?^y, ysszy^^ satisfatere debent duobus 
Qeyuationibus algebraicis^ alieri- ijfi, alteri v** ordinisp ubi V<^/i: in^ 

ter i>juv (fuantitates x^y x^f ^^^^tyit ya» ••> • y^^ o^fuathnes 

oonditionaUs numero ftv>— 3v-|-l intercedere debent. 

Quod theorema geometrico ita- enuaciari potest :- 

5) Quoties" {k.y puncto in duabus- curvii algebraicis fi^ et v** ordinis 
posiia esse debent^ ub'i /i'^Vi inier coordinalas punctorutn inter^- 
cedere debent ae^uationes conditionoles numero 7* v ^— 3 v -|- 1* 

Theorema <3) «ive (4) colldtiim cum (2) sive (3) doeet^ si ik^s^V» nome-r- 
riiDi aeqitationum' conrdiiionaHani unftate ' augeadum esse«« 

PuDctis'fiV in^curva y^' ordmis positisy* ut eadem puncta^ ib^ aUerar' 
curva fz*" ordiois postta esse possint^ vhi fj^^Vf secfutlur ex us^' qoae'aii»- 
tacedcDlibus demonstravimos^* reqtiiri ioter GOerdioatta punetomm^ aeqoa^ 
tioDes conditionales* iiiiifleiro> 

Ilalitnitur tgitur tfaeoremata specialiu: 

6) AssMmiid ID linea r4^oia fi puncfk^ «ive iß ceifta secondiordibis 2^ 
punetiiff per eadein pfiacta eurvdm fi' ordiais duaere licet« 
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7) Anraintls in corya tertu ordiois ^,fi ^npBi^ ubift>;3, ^ per «adem 
duci possit curra fi^ ordisie, inter ooprdinatas puDetormn aequatio 
ima conditionadia (oomn habere debet. 

8) Assumtis in ourva quarti ordiniB ifx puDotis^ nfai ^^4^ ut per ea- 
d^n piincta duoi pottrit eurva fi^' ordinisy ititer eoor^Bfiatafl punctorum 
locum habere debent tres aeqiiationes conditionaiefl; eet. oet# 

Tri si fuaetis maximum numerum pumtorumy ifuae in curva v^ ordihis 
$x mrhkrio assumi possint^ ut per eadem alteram curvam ga^ ordinU 
ducert liceßt^ ubi fÄ>jV, numerus iste puncU>rum ^rit 

'^ 2 • 

BuBlMtfa e (^ qnantitatAus Ru i^« • • « . Iif,r i omn inter 3iiv qtiaatita- 

tes Xif 91^2 f * • ' • ^fir.f ^t 9>f ^19 '••• IKm*' prodeuBt aequatiooes iiumeix^ 

^p ^ ^ ^ — fiV^i «= rr 2 + ""^ 2 ' 

en r vero e (4) iiit^ easdem qu^Dtilates tantum fiv — 3v4*l aequationei 
oonditionales Iooiiib habere debeant^ sl fi^v; ««'quitur^ aeguatiouum- Uh'^ 
ruWf 41 p-^Vf nujnerum 

'1 ~ 

reli^uis contineri. 

Quod reapse lieri^ iam ex ipsa natura aeqoationuBtx (3) seqiientibiii 
comprobemuB. 

4. 

Sfa^uanius int er fxv incognit^is £/|, </},.••• ^/»r tufidem tottfcedere 
aequatioDes Ifoeiires liuiumnodi; 

»> -lt+^^••••+-s:^=(<^o'' 
'' » ^» *L '*'« -1? -i- ^''ivXvf ~ /n n 



Ä, ^ Ä, ••••^ R^r ' * 
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".r! ._i «'»y* 



^ ^^_ ^ >____ . . . . ^ --'ji^ " C^» 2), 



r-li.,» .. ....^•-I.M« . „...«/*-*•» 



— fl^— + — nT"-* - • • + -^Ip-^ s= (f*— 1,2), 

• ••• • .• • • • • • m Jt ■• ^ » m .-9 % m 






iii^C4.. "ir^yr ...,.4.. '*f>yi"V . _ (i.y— i), 



Quarum aequcttionum forma generalis est: 

de qua forma generali provemunt ßv aequationes {9)^ hributo ipsi a va- 
lorea 0^ 1, 2^ ...• |tA--l| ipsi ß vaioreft 0, 1^ 2, aj»*. v-^U Atotuamus 
porro^ e resoiutione aequatioDum liDearium (9) prOTenire iooogiiitarum 
Tdlorea aequentes; 

cet, cet. ^ 

ac generaliter: 

Cr«lt«'» JouTMl a. M. Bd. XT. Hft. 4» 39 
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II) «^ = w4:sHo,o)+^<7,>(i,())+^f:j'(2,o)..,.+-^r-Vo(f*-'«,o) 

+ A:,KO, 2) + <,'(*» 2)+ ^i3>(2,.2) . . . . + ^{,1\.,(^-l, 2) 

de qua formiila generali inoognitarum omnium obtioeantiir valores, po« 
nendo loco m numeros 1, 2» 3^ •^». fii^. 

Statuarausedftuique, posito 
expressionem (ct^ß) fieri (a, ß).,^, unde 

ä; + ^äT • • • • + ~^;r" ^*' '^^'''^> 

quae expressio cum tantum nendeat a summis a-f-7> ß*}"^; sfatuatur: 
•ive dlt: 

**' /?, T^ -R, ^* '^ /?^„ J^' 

PuibiM statiitisy erit e (11): 

+ ^} S.J4-1 +^'ri' "y+'.i+i +^V^ '')+^*+l •• • •+ ^.-1,1 «H-/'-i,.J+l 
+ -^O"* «y,a+l +-4ir«' "y+»,«+» 4--^^:^* Oy+M+J • — + -<L-V.» ö)-+/.-l,.?+2 

T ^\y^i Oj-j^+y-l X«^V— 1 <3^|4l^^^K.l +-^2!^-! Äy+7,«J+r-l • • •• 

Designantibiis 7, 8 numeros integres positives ^ incluso zero^ sit 7 + ^f^v; 
sit autem, ut supra, v<i(i. Quibus positis, statuamus iam, in aequationi« 
bus (13) evanescere qtiantitates omnes a^^^^ in quibus /> + 7<f^ + V — 2, 
Unde aequatio (13), si y 4* ^ =^ >^y hdLXkO foruiam induit, in qua series hori« 
ssontales inverso ordine exhibuimus: 

+ -^^-1^ O^-h'. J*1,*141 + ^T-^A <0^^+v-J-2,a+J + -'J«-?,! ö^+l/-^-3, J+l 
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qua in forjDula S valores omnes indti^re potest inde a unque ad y. Ge- 
neraliter, jBi a,,,^ = ü, quotie8/> + y<j:A + v~2, aequatio (13), sariebiis et 
horizootalibas et* verticalibus inverso ordioe e:f bibitb, haec evadit : 

+ -^.1/— I,l'-.)^-.«?^y+/i-l,y-ry "T ^u^^^r^^^A ^y+w- J,y-.y + ^ fT-^^r^^^S-^i ^y+iit-l,»— y-l • 

Si 7-h^^^y* ^'^ formiila antccedeute reiidendus est termiuus postremua, 
10 quo ipeiiis A^*^^ index posterior eo casu oegatiTiis evaderet; qua de re 
casum illom formula (14) seorstm exbibiumus. 

Observatiooes bis adiuogimus sequeotes* Sioguli expressioois gene- 
ralis (15) termini forma gaudeut 

ubi />^f» — 1» 9^v—l, simuique 7+/> + d^+f^(* + ^ — 2, ideoque 
p-^-^y'l^'^v — 2 — 7 ~ S. Tertninos jf^^g f qui coDditioaibus illis aatisfaoiuot, 
omaes simul contioet aequatio (14), eorumqiie numerm est 

2 + 3+4+. •..+v+t ^td!±^^ 
Sed numerus aequationum inter terminos Ulos Kneartum , quae e forma 
generali (15) obtinenturi est ^^ ' 2 ^^ ^^2 ' t^^ tribuimus eaim 

ipsio 7,^ valores omnes, pro quibus 7 + <).^kr. Unde terminos omnes 

A^^^ ex aequationibus illis eliminare licet; quo facto ojbttqeCur uoa aequar 
tio inter terminos xl^y'l, linearis« Quae aequatio cum prorsus eadem ma- 
neat pro omnibus ipsius m valoribus 1, 2, 3, .*.. fiy; habetur aequatio 
inter x^y ordinis f% cui fiv systemata valorum *=^^o J^^^/iJ xacscc^y 
ysszy^l .... jr = a?^,,, jr=/^,y satisfaeiunt. 

In formulis (13) supposuittnus evanescere a^,^, quoties /^ + f^ 
f/c + V — 3 ; in formulis autem illir p, q gaudent forma 

P = Y+/f 9 = ^+y'> 

ubi p'y y', 7, ^ pOAitivi, atque 7 + 3'<y, P^^V* — ^y 9'^^ — ^» ünde va* 

lor ipsius f maximus est Zv — 1« Qua de re, ut obtineantur aequ^tionea 
(13), sive ut singula sjstemata Talorum x^^x^f X^^Xn^ satisfaciant ae- 
qtiationi v^ ordinis (quod e (13) sequi vidimus) poscebanfur aequationes 
sequentes : 

39* 
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nam ju*' ordiais determmari per punota <^ '^ * ^/^ "^ ^^ — 1 =« ^* ^^^"*"^> . Sl 

y = 2, sequihir, ^uotißs f*^2, eurvam intersefitionis dntue jsujkijficiei 
secundi ordinis cum xupitTficit (i^ ordinis determsnari per puncta iiliiis 
fx(fi*f 3); eet ßeU Quod iheorcMe etnun tic proponere convenit:: 

Quoties ft>2f ifi sppejrfijch s^emtdi ßrdi/iis exurbitrio acceptis punc- 

tis f^Cjl/iHh^X superficies p^ prdiBiSy ^uas per ea dueere licet ^ omne^ 
eurvam inttrsectimis cum sup^rfifih mecundi ordinis eandem hohent; 
et generalker ; 

Quoties ft^V, in ^uperficie v^ ordinis ex cnbitrh a^ceptis punctis 

— ^_- ^ ^ -2.3 '^ *^ 

BuperficieH fi^ ordinis f fuiis pMr eü ductre licet , omws cum super- 
ßcie V*' ordinis eandem cmnmm interseclionis habent. 

Investig^mus iaro mudBkmMy ^as focuin biil>ere dgb^mk inter 
puncta mtersectionis trium .Ai|piBrfaSerttni dati ordiota» Sit prinuim omni« 
bus tribus idam fordo m:; omJ b» »etbodo^ ||iia aiitecedaniibüs uai auiDuS| 
facile patet, datts jp^nalia 

superficies n^' ordiois per ea trameuataa omnes forma gaudere 

desig^naotibus a, i, i^ eonsiantasy «tque Z7^ /> ^ «xpreask>fi«s n^ ^irdinis, 
per coordinafas punatürtim datorutn deternuoataa, Ünde puncta intarMe- 
tionia triuiti superfieieram^ i^ae per piuieta 31a tra<iseunt| posita esse de^ 
bent in tribna superficiabui^ quarum aecfuatiüoes sa&t 

!7 « 0, F =r 0, ;r « 0; 
ideoque n puncta^ in ^uibus tres superfities n^ ordinh se inüftsecant^ 
determinotta saht onrnia per riumernm eomm 

\ —i^pi^ 3, 

sire e r^ panelis interse^fionU trium euperfieierum n^. ondims^ namerus 

per reÜgutt def^rminatMH est* Ita notum est. e 8 pimetiai in 4|mbiift Ires 



tuperfidM tHmiifi ordbli •• IntnvMini poatmt« umm p«r rellqua s^p« 

tem deteraiiaatii mm« 

Th^eremt «nfMedeot etfan «ie axhiberi potettt 
Datis n^ sysUmuH^ valorum triam tneog^ntiarum, ut tribM ae^uu* 
tionÜM n^ wrdinU /i#r m sati^jßeri pMsit, intfir vatorea illas incog^ 
nitarum c^nditianM 

loeum habere debenL 
PoBämufl {am doabtis siiperficieliM mm ordinMoi Vf tertiae ordinom jUt »Ü« 
'quo f4^v« lisdem OODsideratioQibuii quibiis supra usi sumiis, sequeretur, 
opa duanmi uequatioimm i^ Mdiafe» ia äaquatiooe fA^ i>rdiiiit delari posse 
tamioM 

4n ' ^ 2.ä ^ • 

Bad bM fwtimi tantim Mt, b! ft~v<y« Sliit Mim ^«0, ^«0 dafM 
aaqaatioDM v^ ordbis; n» v duaa fbnotfoDM (fAf~y)^ ordi»^ qaaniii ooet- 
fidaatM arbkrariae siot; tit/ssO aeqMtia fft^ ordinis« Ipsi /addi p>ce8t 
expresBiD tf ^ + ^^» ^^"^ ^^M m expreMioria /+i^^ + ^4^ ^^ termmi 
daleri poatiiot| .^od eontia^ ir^-f*^^ oonstantM arbitriiriM« 8ed quo- 
tias fA — y>!^i axpresaio u(P'\rv4^ boh nnutaiur» ai looo u pooitor z^ + ^V^» 
looo V pOBitnr t;«-*X9, dMignaDta X exprassioiiaM ordiiii» fc — 2i/ quaas» 
caoqua teu ouiu» eoeffidentea et ipsae arbitrariae aaDt« Unde a numaio 
oopffidantium ipsapu» u^ v datrahi debat niiaBen» oolffBoientium eiipres» 
ainda X» hC obtioMtiir Ten» Bomerua quaatitatum^ quae in expressiona 
11^4"^^ arbitnrJM suB^ boa Mt^ qune pA nunarem numeruiQ ponreroi» 
aari poMiiBt« Uada aequitar, «fi fA>2y| numenim ierminorum , fui in 

9xpreMeioif§ j(il^ ^riiuis opfi 4uürß$m aefuatip/ium ]^ or4i^h deleri pos- 
sint^ ßSM 

Ueofue öpe aefuaiionßt^ illurum expres^ionem (a^' ordinis ad numerum 
terminorum 

O ^' 3 ^ 2,3 

revocitiri ppese. K fA^2yy nunaeraa terminoruin , qui in expreMiona y^' 
ordhiii Opa duaram aequaCioiRiiD v^ ordinis deleri potent, erit 

Cd^» XmvmI d. IL Bd. it. Hft.^ 40 
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linde spqtiitur, si |tA>y, (i<^2v, expre^-tionem j*" ordinis ope duarum ae- 
fuaiionum v" ordinis ad numerum terminorum * 

« ■ » ■ I I -»« « !■ MiWaB - --| I 1 II ' * ' 

2.3 3 

revocari passe» 

E proposidone aotecedfnte videmus^ mimwuin v^(tt — ^4-2) etiarn 
valere^ si fÄ>2y - 3« 

Ex antecedeatibus daduoitur propMitio haeo; ■ 

Sit pL>v, data curva intersectionh duarum superßcierum v^^ 0rdL 
nisj puncto in ea pasita^ per fuae superficUm jtx'" ordinis ducere 
licet , per ipsam curvam non transeuntem , non plura ex arbitrio 
accipi possuntf si fA>2i/— 3^ fuam 

si pi<^2Vf non pluru fuam 

«f vice versa; si f»^2v — 3, per juatUbet eius puncia 
*i iß,-^2Vf per fuaelibet eius puncto 

ducere licet supetficiem p^ ordinis, yuae per ipsam curvam nah 
transit. ' 

Si V =s 2, «equitur e proposition eaoteoede&te: si purva intersectionis dua^ 
rum superficierum secundi ordinis per superficiem jx** ordinis, ubi 
1*^2, in ifi punciis secetur, unum ex Ais per relifua 4|k~1 determi* 
natum esse. 

7. 
Yidimus supra» intenectioDem duarum superfioieram y*' ordinb de- 
^eraiiDari per puDcta 

(y-H)(y+2)fy4 .3) ^ 

uade si p isto numero maior t»if ui p puacta in ioterseotiooe duarum 
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8iip#^rficim'nm v*' ordiois posIfa ewin posaint^ {nter cooriliaaf as eartim loeiim 
liab'T« debent condilioaea 

Stattiamus iam, tres superficies, diias v^\ tertiam f«*' ordinis, abi \C>Vf se 
mutuo iotersecare in v'^/x piinclis; ^itqiie 

1) |t/>2v — 3; 

piK vta lila v'ii e J. antec^ omoia dstermioata erunt pw v'(fit— v + 2) — 1 
ex ooriim niiniero, in intersection« duarum superfioieriim v^ ordinis po« 
Sita; inter quoriim igitur eoordinatas intereedero debent Gondiripnes 

linde numerus totus eonditionum, fuae int fr eoordinatßs omnium v^fx 
punctorum locum habere debent^fitf 

2) /[*<2i»; 

puoofa v'fc omnia idetenniiiata «raat pcir 

jr(f4 — vHr2;H — * — ^ — 2.3 ' — ^ — "^ — *^ 

6x eorum numaro^ i^ interseotione jduarum superficierum y* ordinis po« 
Sita; inter qnorutn igitur ooordinataa jnteroedere debeot retationes 

imde numerua Mus condithnum ^ juae inter v*ft punctorum illorum 
coordinatas laeum habere debent^ fit; 

= if,^fii,-,^2-)-!?!!=B=m!:^2!:=e^ _ (>4<:»+»X>+3) ^5 

— It'it fi»it'Xl'-Hyf+») .[ <<'-''t«X«i-rtaX>'-i't3) (»Hl(»-f2X»t»l [^ 
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qiii Dummi« puBCfmtim iemper In oorva intcraeclionis Juarum siiperGoie- 

rum y^ ornioiii laoera potent^ quippe qiiae ^ a — ^ punctia 

determinator. Quo igitur oasu reiici debet conditionum numerus 

Cndpj.si |U ess Vy ifuoiii« augeri debet totus niunenw oonditiomim anteco« 
proposhusy 

* 2.3 , "T" 3 3 ^ 

Qttod, iii l»«o «t scribimiN v> I>«im oongruit «am nntnero supra inreota, 

(» — !)(* »•—•'— 12) ör' — e»»» — M»+I2 

2 2» 

qua oumero aatecedente duobus maior est. 

CoDsideremut iam casum ^ quo uoa superficies sit v'' ordiiiin, duae 
(X*' ordini«! ubi rarsus ^>y« Cum in aequafione superficiei fA^' ordin» per 
aequationem siqierfteiei y'* ordinis deleri potsint termini 



=o ^^^ 

faotle patet per consideralioiiea antecedentibus simiies^ si fC>v^ in ^uper^ 
ficie v'* ordinis ex- orbiirio assumi passe 

2.3 2.3 

puncto nee plura^ per fuoe ducatur curva intersectionis duarum super^ 
ficierum fi^ ordinis^ fuae non totu in supetficie y*^ ordinis iaceut. 

Hine Sequilar^ ut ß^v puncto^ ubi fi'^v, considerari possint ut in^ 
tersectiones eommumes superficiei y^ ordinis cum duübus superficiebue 
^^ ordinis f inter coordinutas eörum intercedere debere canditiones 

, 0*'+l)(i»-y-2)(#i-|-3) _ (/« ~i>41) (Ai-H-g) (/■«-»•fs) _ (»+t)(«4-g)(H-3) _j 

T 2.3 2.3 2.3 ■ 

= W«— ((itiH£i±H>(Ä±3) J. (A«--'>+t)(/*-»>42)(/«-»f3) _ (»■H)(«>-f2X»-|-3) , - 

("tt/ numerus^ si /A ss y, duabu4 augeri debet. 
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Sit denifjiie frium superfioieroni neutra «ii»dem ordiois; ür% tint 
fres superficies |Qi*% \^fi»^ cnlimhf uhi (i^v^m; quae ^superficMi n in 
fivm punefifl ibterteemt* Ptioota jivm nA in superfide m^ ordio» iMeast^ 
oondUionibus opus nt 

fcyai— -^-j — -f- !• 

Aeqimtio superfioiei y^* ordmis pe» aeqoütflQMm soperfieiei m^ ordioit revo« 
ceri potest ad termioos 

eiuusmo^ aequatioiii ut satisfociant ooordHwta« ftvm puuotoruaiy condilio- 
noi habentar ^ 

f^ 2.3 ~ . a.3 ^ 

lam quod superfidem fi*' «rdKni» att!«^ deaÜDgiMMC aut dutf oatua. 

Sit 

1) pi^v + w/ 
oonuderationibiu Usdem atqa« aupra faofis, prohatuTi aequatiooem fi^ ör- 
dioia per aequationfla v" «( «" ordiMi revoaari poue ad ternpitioa*' 

'+l)0t-r+2)(/»-rf3) (/.^i»+l)(/.~«i+2)(^--»f3) 



2.3 2.3 ?.3 . . 

, (/»— *— w+f)(^— y— •+2)(2«— y— a-W) r«»(2i*— »— »+4) 

*f-> I .1 — — ^« T II ^ ■ II I 11 ■■II. I SSS 111 ■ W '■ * I I ■! I " ! ■ ■ ■ . ■ '> A 

^ 2.3 2 » 

cuiusmodi aequatiosi ut salislaoere possiot ooordtiiatae fivm punetonmiy 
oondftiones babestur 

|M V w— — ' ^ -j- 1 «= -r * • 

linde j^/ tot US numerus conditionafn ^ fuibus ^atisfacere debent pi.vm 
puncto^ ut considerari poistni SumfBom inttrsectiones communei trium 
superficierum fi**, v^f^ wrdinU^ ^u^e cüirvam intersectionis tommunem 
non habentf sifuidem y^m, p>v + w, 

xftvm— 2 3 ^ -r- 575 ~ 

Qni Diinienis^ si yts «» unhafa augeri debat, ut cum numeroi quem su» 
pra ab cas« invettinM% aooreniaf« Ac reapsAi 84^7=^9« aeqqatiq 0'' or<% 
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diois per aerpiatiodem v^ ordioia ad numerum termiaorum uniCate mmo« 

rem, so« ^^ 1 reyooan potest, ideoqiie numerus condi- 

tioDum, ut cQordlnatae jbiviv punctorum eiuamodi ae^iiatioDi satisfacere 
possiot, fit 

qtii est unitate maior atque snpra assigoatus« 

Sit 

2) |tA<v + »; 
omnui oadem atque casu priore manent, nUl cpiod reüci debet numerus 

" 273 " • 

Undejf^ numerus conditionum 

(»-f-w— ft — <)(»+»-/* — 2)(y+«»—i>»--3) 

2.3 

Qui namertn»*si fA=y aut ys» unitate, sl /!£=v=:a, tribus. aug^ri dpfaier. 
Si ft^V'4*<B» Bumenis punf^onim, per cpfM superficiem fxf ordiuu 
doeere lioet, quae in curra intersectionis diiarum superfioieruoi v^ et m^ 
ordiD» ex arbitrio aocipere lioet^ est 

Si fk^v^ V^'>^9 8^ jK<Cv+'^i ^ ^>B Bumeras 

Sint /« 0, <p =s 0, \/> SS aeqiiationet y!"^ v*% »*' ordinis , iutor 
tres iooogaitas x^ y^ :» propositae, . ao ponamus, tribus iliia aequationibu« 
salisfieri per (jlvw systemata ralorum inrngnitarum pe^^^mt y^^Tm$ ^ ^= ^«f 
ipsi 771 tributis valoribus t, 3, 3^ •••• fAV«« Sit porro 

ac desiguemus per //^ valorem ipsius /{, posito siinul x=:=jr„.y ^' = j«* 
Quibirtt posids, d^mönK^rdri potest per tnefhodüm shnifem' atque pro diMip 
biis iucögriitis adbibiiimuBi, fieri 
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ile«ignautibus o, b, c oun^erofi int«^groi> poskivos, quoram siimnia 

Numeros harum aequationum^ qoi pro diversk ipsonim a, b^ c Taloribus 
obtinetur^ est 

Miiltiplican Jo aoquationes /«b (^ ^ = 0^: ^ =s respectire per sin« 
gxiloa. terminos earpressioninn^ quaa rospeeti 'o oMi superant (v+^ — ^T^f 
(o + fA — 4)*''", ((tA + y— 4)*"*" ordinem, e tribus aequationibus propositis 
eruiintur aliae oumero 



+ j-g = B, 

in quibus sioguli termini dimeosioneoi pt 4-^4* ff ^^4 non superanh Qua- 
riim aequatiooum unaquaque effidtnri ut e toto nomero aequationum 

—^^ + -^— .+•... + — XliT^ — «.A^« o 

una ad retiqiios reToeetiir« Sed B aequationes iHaa non a sa omoes io- 
dependentes sunt, sed pars nofas oon suppeditat relationes inter ipsaruoa 
x^y potestas earumqu^ producta» Sit enim K terminus expressionis^ qoae 
non siiperat ((i — 4)*** ordioem^ aequatio 

et ex aequatione ^ sb 0, et ex aequatione \jL' = provenit* Unde de nii- 
mero B dedaoi debet numerus 

" 2:3 

aequatibtani^ qtiee dopKei modo invenmotiir; eodemque modo videmus» 

.* -1 f n r n j - (v— l)(f^-2)(y— 3) ^^ 

ex aequationibus v = 0, /==0 easdem provenire —• 2^ ^^ 

qoatiottesi ex aeqoati(>idbus/s=0, ^) «5 easdem provenkre ' 2^ ^ 
aequationes« Qua de i^e^ posito 

(m~*)(a*"-2)(/^-3) . (v— l)(y-2)(y-3) , (m- <)(CT~2)(m-^3) _ ^ 
2.3"" •" 2.3 "f" 2.3 ~ ^ 

tantom numerari debent B — C aequationes ^ quarum unaquaque uua ex 
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ji aeqtiationibus ir^>,, = «J »«liqwM rerMeh», Qua« i^tm omnat 
Tooaatur ad Dumenmi ca t ulu 

Unde patet, ipsk R„ «eo eanua ratiooftw per |uv«— 1 « tequaüoafta» 
''«.».e SS dotermiDatb, reliqnas 

— O ■ ■ — ^— ftvn + l 

ex äs ipoDte flnere) Bive, quod novi doeeant aequationea u,^^ «= 0, tan* 
tum speotare s^ifioationam quantifptoaa li^, 

ElioiiDatts A« ex aequationibui «.,»,, epO, liaiMntiir inter ipsaa *»,» 
y«» «« aequafionfl« 

' "" O '^ ■ ^—^«'•+1 = D, 

qiiae noniiiM inde prorraiunt^ qood (ivm sptemata valorum o^rs^r • 
y^ym» «««• Mtisfaeiaiit tribw aequationibus /»", v", •'• ordinis. Si 

ftss V = »} fit 

Sed auprt per alia« coBsiderationibiia inTMitniiSy aumerqin oopditipnum 
a fe indepeiideatiaiD^ quem per M dMigoemmi iwtt 

Unda • D ooafitioiiibus nümema 

e reliquis tponta fluit; sive si ftaeyas»^ #jr aejuationibus i/^^i^^ssO A/i« 

/ner«/^ ^T ^^^T^ ^^^7" , ;^ relifuis contfnetur stu eonditiones noväs non 
suppeditaU 

Eodem modo, si ih ^^ ^ üb^M" so dfrenl amt , per oomparatioDea 
nutfieri D cum numaro eooditioniUD n m iodepopdentioni^ quem pro sin« 
gulis casiboa per aliai aonsider^tiooea lupni ipTeojiniis, eniui numertim aequa« 
tioiium 2/«,«,ir »s 0^ qui reliquw ooDtiDetiv aeu (Moditioiiea BOTai dob auggerin 

Anteeedentia pro tribua iocogDitqi In^ter. adnotasM aufficjatt Nee 
non disquisitionea anteeedenitaa ad aumemoi qnen^Kbot inoogiiiUiniin ex« 
teodi posaunt« 
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19. 

ObservstioDes ^eometricae» 

(Auclore .C. G. /. Jacofä , prof, ord. maih, Begiom.) 



Ueftigoantibus ^^ y, z atque p, q^ r coorclinatas ortbogODalea, ad duo 
diversa coordinataruro Aystemata relatas, aliae per alias exprimmitur foiv 
multft nodssimis.: 

y = Ä' + a^+ßV -fYr, 

« = Ä + a^ + ß'V+V'-. 

quibus in aequationihus ooefficientes noTem st, ß ceU satisfaduiit relatio- 

nibuB Tigiati duabna: 

aa + ßß + 77 = |, aa+aV+W s=5 1, 

a'a' + ß'ß' + 7'y = h ßß + ß'ß'+ß"-ß'' = 1, 

a'^a" + ß''ß" + y 7" ~ li 77 + ^V + 7"^' « h 

|a'a''+ß'ß''+7'y' — 0, ß7+ß'y + ß''y' « O, 

, a'^a + ß'' ß + 7''7 = 0, 7a + y'a' + y'a" « O, 

• aa' + ßß' + 77' = 0, aß + a'ß'4^«"ß'' « O, 

ß/y/_ ß''^^ — ^a, y 4it// — ,//«/ — ^ß, a'.ß"~Ä^'0' «= ^7, 
ß'/ry _ßy/ — f a', y'a —7«'' = iß', a"ß ~aß'^ =: f 7', 
ßV — ß'7 «=£a", 7a' — 7'a. =.^ß'', ^ß' -«'ß «*7^ 

a(ß'7"-ß''70+ß(ya"— y'^)+7(a'ß''— Ä"ß') « ^f 
de«ignaiite f aut -^1 aut — 1« Sed multum interest, nive hie sire ille 

Talor ipsi £ conreotat. 

Si idem corpus in dtiabus positieBibut diverma ootMideraiiHiSy quod 

exempli gratia in theoria motua oorporum rigidorum 6t ^ actum eat^ eon« 

stantes aequationum (1.) ita semper det^rminari ponae, at ai puoetum aoiw 

poris in altera positione collocati coordinatas habeat x, y, z, corpore ia 

altera pcattione colloGato^ eiusdem ^us puoeti coordiaafae fiant ß^ f, r. 

Sed vioe versa ^ si singula jmncta duorum corpormn Ha aibi respondeant, 

ut designantibus x, y, z coordinatas puiicti alterius corporis^ punotum aU- 

terius corporis ei respoadens eoocdiaataa habeat /i, f , r, ^aneraliter dici 

son potest, corpore eadem esse sive congrueotia; aed siqutdem «tss-f-^i 

eruat duo corpore congrutntia^ si Tero esc — 1| emnt symmetrica. 

ereile's Jounal d. M. Bd. XV. Hit 4 41 
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Quotii's alterum coordinatariim sjstema in positionem alterius tra« 
ducerA licet, ita iit axes coordiuataram x^ y^ z respective cum axibus 
eoordinafariim p^ f/^ r coincidant, soiuper erit £= -}-l* Quod est videre 
ID formulis FJulerianis (r. Diar« CrelL V.U. pag;i88): 

X = (co8<p8!n^a4-co»'o)/? + (sin(pco8c-|-coiiöco»Ä(l — eon<P))g 

+ ( — siQ (p cos 6 4* ^M ^ co8r(l — cos <p))r, 
^ J y '=^ ( — sin (D cos c 4- cos 4 cos n(l — cos (p))p -|- (cos^ siu^ ä + cos*^ b) q 

+ (sin (p cosa -|~ cosä cosc(l — C08(p))r, 

* == (siu^PcosÄ + ^^o^^ ^^^^(1 — cos^))/i 

-f- ( — sin cp cos a + cos 6 cos c ( 1 — cos(p)) q + (cos (p sin^ e^ + cos' c) r *), 

in quibus Cj b/c designant angulos, qiios cum axibus coordinatarum for- 
mat axisy circa quem rotare debet alterum systema, ut axes coordioata- 
rum py q^ r respeclive in positionem axium coordinatarum Xj y^ z perve« 
oiant, et ^ aogutum rotationis. 

Dato corpore, formatur symmetricum, si pro omnibus eius punctis 
gut UDi coordinatae aut oronibus tribus valores oppositi tribuuntur, sive 
etiam si binarum coordinatarum yalores inter se permutantnr« Contra 
habetur congruens, si duabus coordiuatis valores oppositi tribuuntur^ vel 
•i valores ipsarum x^ y^ z respective cum valoribus ipsarum y, z, x sive 
cum valoribus ipsarum z, x^.y oommutaotur, 

Notum est, posito mx, my, mz loco x^ y, z haberi corpus si- 
mile; sed hio non licet, quod in figura plana, ut ipai m valores etiam ne- 
gativ! tribuantur; tum enim prodiret corpus symmetrici simile. 

Demonstravit olim Eiulerus in commentatione f^de centro similU 
tudiniSf" propositis duobus corporibus similibus semper dari puneturo 
utrique commune sea sibi ipsum respondens, quod oentrum similitudinis 
Tocavit, et quod adnotavjt ea gaudere proprietate, ut duo Corpora ex eo 
Visa aspectum similem offerant; porro dari lineam et planum ei perpen« 
diculare, per punctum illud transeuntia, quae et ipsa perinde ad utrum« 
que corpus pertineant. Ut, propbsite corpore, formelur alterum eius si« 
mite in positione quaounque^ cuilibet puncto corporis propositi^ ouiua ooor* 



*) Fornittlas itlas etiam hoc modo repraesentare licet: 
9 «B cos fp-p-^H — CO» (p) (cos o .p 4- COS 6 . ^ + cos c , r) cos a -f- »in y (ros c,q — co8 b • r), 
y flss co9^.g4~(l — cosy) (cosa*p--cos6.g--cosc.r) cosft -f-*'" VC^*'**'*'" — cosc.ph 
X SB cot flP • r -J- ( 1 — cos qp) (cos «. p + cos6 . g 4" ^®* ^ • '") ^^'^ 4" **" V (*^* ^ 'P — *^* ** • Hh 
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clinatae sunt x, y^ z punctum aUerins respondcre debet^ cuius coordinatae 
aunt p^ ^, py aliis coordinatis per alias dotoriniüafis ope aequationnm ; 

my =1 g^d'p •f3'9r+7'r, 

in quibus Dovcm coefficioutes a, ßj cot. satUFanere debent aequatioiiibus 
(2.). Si ^, /?, r sunt coordinatae cenfri similitudini»^ fieri debpt: 

5. L/iß =?g^+a'^ +ß ß +y'^ [ *^Ivo j — ^ = (7/v^+fj3'— m)ö+7r, 
quarum aecjuationum rcKoIntione prodit: 

quae formulae facile* probanlur ope aequationum (2.), in quibus, siquidem 
m quantffas positiva^ pouendum est £s-f-l. Denomioator expressio«»- 
nibas inveulis communM, si ipsas a, ß cet. per a, b, c, (p, uti in (3.)^ 
eeifaibemu.^, hanc formam ioduit: 

7. (1— /7}(a + ß'+7"— l^ + 'w'OCl— 7w)=: (i-2//7C08(p + m')(l— m), 
quem videmus cvaneftcere non posse nisi sit /?}:?= 1 , quo cattu corpora 
fiunt coogruentla. Quoties autem denominator ille evanescit^ aequationi-P- 
bus (6.) goneraliter aatisfieri nequit, unde videmus, corpora dno con^ruen^ 
tia generaliter nullurn habere punctum commune sive ^uod perinde ad 
utrumque pertineaty cumque uuicum esse casum, quo duo corpora aimilia 
eiusmodi puncto destituta sint« 

Si aequationum lioearium inter totiilem inoognitas una e reliquis 
sponte fluit, et denominator yaloribus incoguitarum communis evanescit, 
et. habetur aequatio conditionalis ioter terminos aequationum constantes, 
qua fit, ut etiam omues simul numoratores fractionuro, quibus incognitaa 
exbibentur, evanescant, Quae aequatio conditionalis, si statuitur m s=2 1, 
atque a, ß oel. rursus per a, b, c, ^ exprimuntur, in aequatiooibus 

(5.) at: 

8, cona,/-^ ooui.g' -^ eobc.h = 0. 

41 • 
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Qmie ri lomm habet simul cum m =£ t ^ tras aeqtmtionM (5.) daantm 
tentom loeiim tenent, cum tertia a dtiabut reliquia nponte seipiatar. Qao 
iptur casu puncta duobas eorporibua congruentibus commuDia infinita 
dantur^ in linea reota posita, qttam faoile palet cum axibos coordinatarum 
ipsos angulos a, b^ c formare* Quae omoia etiam per considerationes 
facilea geometrioas patent» 

Si ms. — 1, per formulas (4.) duo habentur oorpora syrometrica. 
Quae igitur omnibus casibus puDctiim babent utrique commune sire qiiod 
perinde ad utruincpie pertinet« Cuius coordinatae e (6.), (3.) fiunt: 

A =5 — i[/-f-taog^(coaA,Ä — eo8C.^)J, 
9. \-® ^^ — itÄ'+taDg^Ccosc./ — eosa.A)Ji 

C SS — i[^ +tong ^(cosa.^ — co8Ä,/)j. 

Aotecedentia adnotatu digna videbantur^ quippe qiiae in libris ele- 
mentaribus^ quantum scis^ desiderantur« 

Regiom. 14. Oet. 1835. 
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20. 

Einige Sätze über die Veraaderungen ^ welche ein 
System von Kräften durch Drehung derselben erlei- 
det; nebst einer Anwendung auf das Seilpolygon. 

(Vom Drr Ferd^ Mindmg so Berlin. ) 



h nr irgend eine durch die Winkel (p, ^, 9 bestimmte Stellung des S7«* 
Sternes sei^ naeh den friiiieni Bezeichnungen^ FTszLl-^-Mm-^-JVn das 
kleinste zusammengesetzte Paar; sa wird bekanntltcb der Ort der dazu 
gehörigen Resultante durch' folgende Gl^chungeb bestimmt : 

Imz — ny s=s L — //^, 
nx — l z z=z M — mF^ 
ly — mx = N—nV. 
Addurt man die Quadrate dieser Gleichungen, und setzt for Ij m^ n^ L^ 
M^ N ihre Werthe au» den FormeFn (161.) der Abhandlung 2» dieses 
Bandes, so ergiebt sich nach einfgen Reductionenr 

2. (it«— sin(psin9»y)*+(8in(Psina-x— ^z)*+(^>r— *xf = 9^' + '*'**• 
Werden die Kräfte desSjnstemes vaxk die RkAtiing der Mittelkraft gedreht, 
wb bleibeir gf if iintp sind unveränderte Daher der Satz? 

Die sfinmitlichev, mit den kleinsten znsannnengesetzten Paaren ver^ 
bmidenen, Resultanten, welche eine gemeinschafilliche Richtung haben, biU 
de» anen Kr eisoy linder, dessen Axe durch dei^ Centralpunct geht» 

Dieser Gylinder bleibt offenbar derselbe, wenn die Cosinus gy t, 
Mn(Psin9 entgegengesetzte Zeichen erhaltea, eise die Kräfte so gedacht 
werden, dafr die Richtung der Resultante sieh m S% entgegengesetzte Ter« 
wandelt» Insbesondere liegen in Aesem Cjlinder aneh die vier einander 
parallelen Resaltanten, welche die Ellipse und Hyperbd treffen, Ton denen 
aber feder nur in dem einen, bei zweien von ihnen dem bei den bei« 
den andern entgegengesetzten, Sinne ein yerseh windend es KrSftepaar 
ankommt. 

Es ieien a^ 6^ e die Cosinus der Winkel, welche eine beliebige 
inte Axe mit den Coordroaten bildet, Mao setze: 
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iOff-^bk-^-c. sin P »in 9 = 0, 
3, ( af -j- bt -^r.co^P^lnS = «inw, 

l a siDvpsiad-f- b 008\{; sind — ccosfl =: cosco« 
Die Stellung des Systeme« ist dann so, dafs die Mittelkraft aenkreobt auf 
der festen Axe steht, wahrend die beiden darauf senkrechten Riohtungeo, 
nach welchen die Kräfte zerlegt worden sind^ mit der festen Axe die 
Winkel J^ — w und w einschiiefsen. — Werden die Gleichungen (1.) der 
Reihe nach zuerTt mit siu\|.sindy cos '4> sind, — co^S, sodann mit /, tj 
cos vP sind multiplicirt, und die Produote addirt, so kommt: 
- j /.^+ /.y + co8(p sinö.z = — y^, 

fsin4;sinÖ.a^ + C08'4> sinö.y — cosö.z = — r^. 
Die Resultante befindet sich in dem Durcbscjbnitte dieser beiden Ebenen^ 
Vermöge der Gleichungen (3.) ist; 

!a = /sin6ü + sin*«]; sin 9. cos CK), 
b = / sin oü -f" c^s vp sin . cos u), 
c = cos ^ sin 9 sin 0) — cosdcosoo. 
Es si^i ferner: 

ia's=/co8W — sin\p sind sin ro^ ß" = ^, a«' + i i' -j-ccr^ s?=0, 

^' = / cosoü — cos'l» sin 6 »in w, A'^ = *, ö 9"+ 6Ä''-|- <^ ^" = Qi 

c' = cos (p sin 9 cos u) «4- cos 6 sin oü, c'' = sin ^ sin 6, o'a''+ i'Ä''-|- c'c^' = 0. 

Werden aus den Winkeln (P^ ^y, 6' die Groben ff\ i\ f\ t' entsprechend 
den bisherigen gj /, k^ t gebildet, so kann man setzen: 
T. 0'' = ^', Ä" = i:', i;'' = sin(p'sinö'; fl'==/', 4'=/^ cr'=cos^'ai|i8'(; 

8. o SS sin *vp^ sin 6^ £ = oosip^ sin ^\ c ^sz — cos 0\ 
Aus den Gleichungen (8.) werden die Winkel ^'y ^' bestimmt | so dab 
nur noch (()' veränderlich bleibt. Man erhält aus (4^): 

0. ax-j^by^cz sc — y^^ainco-^ri^cosd), 
10. J'.x^t'.y'\-co%(P' An^'.z =s rk'%\nta — ^^^'eosai. 
Der Gleichung (10.) wird aberi unabhängig von (p'y durch die beiden fo|« 
genden Geniige geleistet: 

(sin4^' co8Ö'.J? + cos\|>^cos9^y + 8^">ö^r as — r8in;J;'sin^ -.-y ooatjp €OS6^, 
I — cosxp^^r^-Binip^y :=rno84^'cos0'siiia) — ^sin^J^^cosO'ooaw^ 

welche sich in folgende umwandeln lassen: 

jo \^{y — y<^cosco) == b{x — rf sinoü), 

)6(z + 7^ cosGü + rasinoei) sss c(/i — ^ccosfio). 
Diese Gleichungen stellen eine mit der festen Axo parallele Linie diar, 
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welche von allen Resitltanten getroffen wird, die das System in seinen 
afimmtlichen ■, mit den Bedingungen (3.) verträglichen Stellungen bat. 
Hieraus folgt der Satz: 

Werden die Kräfte des Systemes him eine beliebige auf der Re« 
sultante senkrechte Axe (ohue anderweitige Verrilckung) gedacht; so 
schneiden alle zugehörigen Resultanten eine gewisse feste, der Drehungs- 
Axe parallele Gerade» 

Der Punct, in welchem diese Gerade die Ebene trifft, deren Gleichung: 

13- ax + iy-^-cz = 0, 
hat die Coordinaten: 

X = rcsineo, y «= f^rcosco, z = — ^Acosoti — rasinco« 
Daher bilden alle diese^ von den Resultanten getroffenen Geraden, welclie 
den verschiedenen Werthen von co, d. b, den verschiedenen Siellungen 
des Systemes gegen die feste Axe« bei un?eranderlicher Richtung der 
Resultante, entsprechen, einen 'auf der Ebene (13.) senkrechten Cylinder, 
dessen elliptische Grundfläche, in dieser Ebene, durch folgende Gleichun- 
gen bestimmt ist: 

14. ax+by + cz z=z 0, ^4.1! — ^^^ 

Wenn man sich das vorgelegte System von Kräften in einer be« 
stimmten Stellung denkt, den Anfang der Coordinaten beliebig, und die 
Axe der x parallel 9iit der Mittelkraft wühlt, hierauf die Kräfte nach den 
drei Axen zerlegt, so erhält man aus den allgemeinen Formeln, indem 
man vp = 0, fisO setzt, folgende Gleichungen für die mit dem kleinsten 
Kräfte- Axen verbundene Resultante: 

.- I z—p*'' = r'ros^4-r''8in(P, 

\co^(Piy—p''+9') = sin(p(.r — /)*-y'0- 
Diese Gleichungen beziehen sich auf alle diejenigen Resultanten, welche 

entstehen, wenn das System, in der vorausgesetzten Stellung gedacht, um 

Axe der z gedreht wird. Diese Resultanten treffen also sümmtlich 

gerade Linie, deren Gleichungen sind: 

16. a?=/ + y^ y ^p''-f,'. 

Um den so bestimmten Punct in der Ebene x y zn finde» , proficire man 

die sämmtlichen Kräfte nebst ihren AngrüFspuncteu auf die Ebene xy^ 

zerlege die Kräfte nach zwei Richtungen, bringe die beiden Summen yt 

und B paralleler Kräfte an ihren Seh werpuncten A und B an, lege durch 



f 16 ^ Minding, ihtr dm Smifoiygotu 

den Dorcfasohtiitt D der beiden Riebtuiigea tod ji ned B die Residtaiite, 
und durch die Puoete jtp B^ D einen Kreis ^ welcher Ton der Reiultante 
in C zum zweitenmale geschnitten wird ; 40 ist C der gesuchte Mittelpunct 
der in der Ebene xy gedachten Kriifte« 

Projicirt man gleichfalls die Kräfte des Systemea auf die Ebene 
XX, so erhalt man einen jsweiten Mitt<^nnet| dessen CSeordinaten sind: 

!?• ^ Ä / + r''\ z = />"'— r'. 
Nun habe man ein SeUpoljgony an beiden Enden befestigt » auf welches 
KrSfte von gegebenen Richtungen und lutensitSten wirken; es sei der 
eine Endpunct Anfang der Coordinaten^ die Axe der x parallel der Mit« 
telkraft, vnd die Kcafte nach iden Axen zerlegt, so ist: 
p CK ^Pcosa =1, y == S^Pcosß =5 0, r = ^Pcos^ = 0, 

/ s= SPjtoosä, /' = SPyeosß, r"' = S;P<boos7. 

Nach dem Friocip der Yirtuellen Geschwindigkeiten .mufii^ Inr das Gleich- 
gewicht des Poljgonfl|5 die Sumioe 

TL P{x eosa + / cosß -^^ cos^) = ;»' + f " + r'^' 
ein Maximum aein« 

Wenn die Kräfte des Seilpoljgons alle einer jEbene parallel gege- 
ben sind, so nehme man diese jzur Ebene xy^ alsdann ist eos7^=0, 
em7'»0^ U.S. f. 9 mithin y^ssO. Die Bedingung des Glei<digewichts 
bei einem solchen Peljgone, ist also nur die^ dafii der Abatand p^ -^r^'* 
möglichst grob 9 oder der Mittelpunet der (auf «die Ebene sy projicirtan) 
KrSfte in der Richtung der Resultante mogiiehst weit vorgeschoben seu 
Dieser Satz war, meines Wissens^ bisher nur ISr den 3ehwerpanot paral- 
leler Krlifte bekannt. 

Im aligem€jnai Falle l&bt eich der Abstand 7»^+/' + ^^'' «nf ^«^ 
schiedene Arten oonstnnren, Toa welchen iah nur die folgende angeben 
will« Man projicire das Seilpolfgon^ in irgend einer Stelluiig gedacht» 
auf die Ebene xy und irz, ao giebt jede der PrcjeetioneB einen Mittel- 
punet der Krüfte» 

An jedem dieser beiden Mittelpuncle denke man aieh die Mittel- 
kraft in ihrem Sinne angebracht, zugleich aber an dem Centratpuocte des 
Systems dieselbe Kraft im entgegengesetzten Sitme, ao wird der Abstand 
des Schwerpunctes dieser drei parallelen Kräfte von der auf der Mittel* 
kraft senkrechten Ebene {yz) gleich ;i'4.y^'+;i' + r"'~;f'«r;i'+/'4T''' 
ein Maximum sein, wenn das Gleichgewicht in dem Seilpoljgone besteht. 



MM 
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21- 

SummenrecJmnng für Reihen^ die durch zusammen« 

gesetzte Functionea erzeugt werden* 

(Von dem Herrn Prof, Oetiinger zu Heidelberg.) 

(Fortsetzung Ton No.6. und 14. Band XI., N<i. 24. Baml XU., !Vo. 22., 23. und 24. Buid XHU 

No. 18. und 23. Band. XfV. und No. 17. Band. XV.) 



§. 116. 

Oei weitem lichter und bequ^'mer lassen »ich Reiben sumn^iren^ deren 
Glieder aus FacuUäten und ExponentiaUGröfnen zusaniDfiengesetzt sind. 
Legen wir zuerst eine solche Reihe zum Grunde., deren Glieder mit positi- 
Ten Zeichen .Tersdien sind, und woUeji wir den zugehörigen Summen- 
Ausdruck finden, so haben wir in (473.) Xss«^ ^^ und Y=: o* zu setzen* 
Dann gewinnen wir: 

Um den Summen -Ausdruck seihst darstellen zu können, sind uns die 
positiven Unterschiede der Facultäten und die negativen der Exponential 
grOfsen nöthig. Letztere sind, wie sie hier nSthig werden, schon §. 111. 
mifgetheilt worden. Die erstem, die noch nöthig sind, ergeben sich aus 
(147.), wenn dort statt y die erforderlichen Functionen eingeführt wer« 
den. Wir erhalten: 

A'(a?4-(/i+l)Axy''^-^ = y»(/^— l)(Axr(ar + (/? + 3)Aary-^»^', 
A'(jr + f/2 + l)A:rK«^' =>0^-l)(/^~2)CAjr)^(jr+(/7f4)A^)P-*»^'. 



510. 



und 

A a?^'^ 



/?.Aa:(x-f Ax)^^*^', 

;,(^_l)(yt,_2)(Aa7)^(jcH-3/ia?)P-*'«^, 
y^....OD — 3)(Ajr)*(« + 4Aa-?-*«^, 



u. s. w. 

CrcUe's Joaroal d. M. Bd. XV. HO. 4. 



42 
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m 

m 

Fahren wir nun die io der TorateheBden Summeogleiohuog angezeigten 
lYertbe ein, bo erhalten wir; 

+ p (/»—*; (Aa^; (aa»^i )i 

—^0'— l)0'~-3)(Agy ^ -rv -r ^ y ^^^_^^^^ • 



BerHoksicfatigt man auch hier, dab das letzte Glied der Summenreihe 
nicht mit dem «raten Gliedo im Summen -Ausdrucke übereinstimmt ^ so 
kann man|, um die Übereinstimmung beider herbeizufiihren , auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens (x + (n + l)Axy^^.a^^'*^^ zuzahlen. 
Terbindet man nun dieses Glied mit dem eraten der Summenreihe, so 
gewinnt man; 



FiHirt man nun diesen Wertb ein, und setzt nach der KnfSlirung in der 
gansen Reihe n statt n-^t, wo zieht man hieraus Folgendes : 

512. «P»^.o»+(«+Axy«^.o'+^+ |-(«+/iAa?)Pl^.o'+^ 

— 1 



a* 



.Ax 



Das allgemeine Gesetz, welches dieser Reihe cum Grande liegt, läfirt sieb 
seioer Eiolachhdt wegen leicht erkepinen. 
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§. 117. 
Um die DarstelluDg des Summen »AusdrudLes für zusammeDgesefzte 
Reihen gleicher Art^ deren Glieder mit abwochseloden Zeichen verbunden 
sind, zu gewinnen, gehen wir von der Gleichung (477«) aus, und setzen, 
XqzszxP^^ und Tq = a\ Dann wird : 

Zur Darstellung des vorstehenden Summen - Ausdruckes sind uns die po- 
sitiven Unterschiede der Facultaten, wie sie im vorhergehenden $• (512*) 
und die negativen Aufstufungen der Exponenlial * Grofsen, wie sie §• 112. 
gegeben wurden, nöthig, Führen wir diese ein, so entsteht: 

513. a^^^.a^'-(x+Axy^^.a'^^+(x+2Axy^^.a^''^^—^ 

- flA' + l 

^ p^x ■ ' — ' — — == ' 

u. s« w* 

Das letzte Glied in der Reihe stinunt der Form nach mit den ersten 
Gliedern des Summen -Ausdruckes nicht iiberein. Um auch hier, wie iu 
den früheren Fällen, Übereinstimmung herbei zu führen, ist auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens (ar + (/i + 1 ) a a?y * ^ . o'+^'+^^a* bei einer 
ungeraden Glieder- Anzahl ab, bei einer geraden aber zuzuzahlen* Ge- 
schieht dies, so wird das Abzählen zu dem ersten Gliede, da» in diesem 
Falle positiv ist, zu Folgendem: 

das Zuzählen aber zu dem ersten, das negatir ist, sa 

42» 
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Cöbreo. Trennt man nun die Reiben von ungerader und gerader Glieder- 
. Anzahl yon einander, und setzt dann n ttatt />+l, der einfachen Darstel- 
lung vregen, so führt eine Reihe von ungerader Glieder - Anzahl au foU 
gendem Summen - Ausdrucke : 



V « 



U. 8. W. 

Für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl gewinnt man; 

i. 118. 

Es lassen sieh für die zusammengesetzte Reiben der vorliegendcni 
Art, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbanden sind, noeh an» 
dere Summen -Ausdrücke finden, wenn man von der Gleichung (479.) 
ausgeht. Setzt man nämlich JTq = x'' ' ^* und Y ss o % so gewinnt man : 

51«. ^ I **. c*- (:c + ^^Y ' ^- 0*^** + {x-^2txf » ^'. a'+»^*— . . . .+ (x+nAx)' » ax „»kax 

-f (« — Ax/ ' A-^1 a« 4- A (x-.2ax/ ' ^' ^-^ «■' 4- . .. . 



21. Oettingerf Sumnitnrtchn.f. Rtih., ä.durch zusammenges. Ftinet. erztu^t tuerd. 321 

Die positiren unterschiede der FaeultSten, die uns zur Darstellung der 
Sommea - AtHidrocke nothig werden, sind nach $. 30. No. 147. folgende: 

'a (x-f (/j— l)Aay"-^'^ = />.4jr(ar + /2A.r)P-"^*", 
a'(x4-(/i — a^Aje)"»^» = p{p—\){äx)\xA-nhxT'^^^*y 
a'(x+(/i--3)4x)p'^ = ;,(J» — l)(;,_2)(Ai?)'(x-i-nAi:)'-"*', 



517. 



U. S. W.) 

A (* — 2Axy'^* 

A-(a: — 3Axy'^' 
a'(x— 4Ajryi'^ 



/> . A X (jc — A ary-* ' ** , 

^ (;> - 1)(a x)- (.« ~ A x)»^» I ^, 



U. 8. W. 



Die negativen Aufttufungen der ExponentialgrSfsen, die uns ferner nöthig 
werden, sind sehen oben $.113. nitgetbeilt. Die Einfnhrang dieser Werthe 
in die Gleichung (518.) fohrt zu folgendem Resultate bei einer Reihe von 
ungerader Glieder - Anzahl : 

518. X^ " ^.O'— (X+AX)P' ^.0'+**+ (x+ 2a«)»'> *'.0*+'^* +(X+/?AX)'' ' '^. 0*+"^ 

4- P^P-j^^^;^^^*)' [(X + « A X)^' « A» .o(-+«Ax _^ f.^_ ^ ,)P-> I Axj 

4- r(P-<);>-'y •<^^^' [(x + /»Ax)P-'^^'.«tn4i)A>^(j,_^^)p-^l A»|. 



eine Reihe ron gerader Glieder-Anzahl aber entsteht folgende Gleichung : 
519. xP>^'.c'~('x+Ax)P»-^.o'+^4- (x + /2Ax)P"^'.a*+"^ 

=r — Y^P^f(x-f/lAx)Pl^.O«"+«^— (X — AX/"^'] 



tt« s. w. 
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§. 119. 
Will man nun von den^ in §$«116— «llS» gefundenen Formeln 
Anwendungen maclien, so bat man x und Aa^ ro anzunehmen, daCi sie 
die kürzesten AusdrSoke erzeugen. Setzt man nun in (512.), x = 0» 
/ixsssi, und jBtatt p allmShIig die Werthe Ij 2^ 3, * . . . , so zieht man 
hieraus folgende Darstellungen; 



n.a 



n^.! 



520. 



1.2.a+2,3,a»+3.4.a»4-....+w(ii+l)«'» 
1.2.3.a-f2.3.4,a' + 3.4,5.a«+....+ii(n+J)(n+2)a» 

+ (T^t(-+2)-'-21+^^(«--Tl). 
1.2.3.4.a+2.3,4.5..»+.,..+it(«+l)(n+»)(ii 4-3)0" 



ii-1 



4.3.0' 



+ (T=I5T f(«+2)("+3)«"- 2.3] - *01^ll(n+Z)<^^3} 
, 4.3.2. l.a«, , .. 

U. 8. W» 

Die Gleichungen (514.) und (515.) des $• 117. führen zu folgenden Re- 
sultaten , wenn mandr=0, Ajr = l setzt, und berücksichtigt, dafs dann 
das erste Glied verschwinden wird und die Zeichen wechseln müssen, 
wenn das erste mit dem positiven Zeichen anfangen soll, und zwar dir 
Reihen von einer ungeraden Glieder«- Anzahl: 



l.a— 2.a* + 3.a^ + /i.«- = y£?+i 



(«" + !), 



521. 



+ a ' i + a 

1.2.C— 2.3.ö' + 3.4.al— ....4-/i(/i + i)«" 

1.2.3.0 — 2. 3. 4.0» + . ...+«(/! -}-l)(« 4-2)0" 

» "(-+t)(^+2)--^' + ^^t(^4-l)(;,4.2)o" + 1.2] 

u. s. w. 
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Far Reiheo Ton gerader Glieder - Aii»dil erhalt man: 



522. 



1.2.a— 2. 3.0» 4-3.4. «'—.... -—ä(/i+1)o 

"~ 1 + a 



a 

n 



_2^K„+l)a--l]+2^(a-~l), 



Die 



523. 



1.2.3.«— 2. 3.4.0» 4-3.4.5.«»— ....-- »(/i+l)(» + 2)0» 

Daratellotigen der Summen »Ausdrook« fSr zuaammenge« 
setzte Reiben der vorliegenden Art erhatten wir^ wenn wir in den Glei- 
ohungen (518.) und (519.) ops^l^ aopssI und /?— •! statt n setzen; denn 
alsdann verschwinden alle Glieder der zweiten Scheitelreihe^ mit Ausnahme 
des Falles, wenn in dem Ausdrucke 

m ^ssL p wird, üiernaoh geht nSmlioh der vorliegende Ausdruck in die 
Form o''"^ uher, und es ist 

Fnr Reiben von ungerader Glieder »Anzahl erhalten wir dann folgende 

Darstellungen : 

/i.o-2.o'+3.«»~....+«.«" = «"-^•(iira+(7T;ö^) + (rRi, 

1.2.a— 2.3.o» + 3.4.o»— .... + Ä(n + I)o" 

■" V 1 + « ^(l + a)*^(l + «)»/T^(l-|-«)»» 

1.2.3.0— 2.3.4.o»4-3.4.5.o'— ....-|-ä(/i + 1)(ä + 2)«" 



— «-+• ^2^LÜn!L±2) 



es « 



, a.wfwfl) , 3.2.n , 3.2.1 \ , 3.2.l;< 
«" (1+a)' "r(l + a)»'*'(l+a)v'*' (1+a)* 



V 1 + a ' (1+ 

1.2.3.4.0 — 2.3.4.5.«*H + «(«+<)(« + 2)(« + 3)o- 

__ >n4j /"^'«+t)('«+2X>«+3) , 4.w(w+l)(n+2) , 4.3.w(n+l) ■ 4.3.2.W . 4.3J2.1 \ 
"" ** V i+; "•■ (l+a7 '^ (1+a)» "^ (1+a)* T (1 +a)V 



+ 



4.3.2.1,a 
II. «. W. (!+«)• * 

Reihen von gerader Glieder- Anzahl gewinnen wir folgende Darstel- 
lungen t 



324 •!• Otitinger, SymmMr^chn,/. Reih., d, durch znsQmmengeM. Funch frzeugt Wird, 

1.2.a- 2. 3. 0^ + 3.4.0*— — n{n^\)(tr 

^ \ 1+ a "^ (1+ a)» ' (!+«)'/ ^ (! + «)* ^ 

1.2.3.fl~2.3,4.a- + 3.4.5.a' _,j(„4.|)(„ + 2)fl'' 

„.i/rt(n + l)r/i42) , 3.ji(/»+l) I 3.2.« , 3.2. I\ , 3.2.f.a. 
524.< =— fl-*-\ jqpTi -+ (t+tf)» •+'ni^^(fr^^'^ (« + ^)^' 

U2.3.4.a— 2.3.4.5,c' + 3.4.5.6.o^~....~/i(/2+l)(/i+2)(/i+3)a'' 

_ ^i/ w(yi-flXw|-aX^-f3) , 4.n(n-H)(/t-H0 , 4.3./i(nfi) 4.3.2.1 , 4.3.2.1\ 

+ (! + «)* 

^ §• 120. 

Wir weodeo uns hud zur Sunimirung solcher Reihen, deren Grund- 
glieder die Kreisfunctionen sind, welche mit den Potenzen oder Faculta- 
tan als Vorzählen verbunden erscheinen. Wie friiber, so auch betrachten 
wir hier zuerst solche Reihen , deren Glieder mit einerlei Zeichen, dann 
solche, deren Glieder mit abwechselnden Gliedern versehen sind. Zuerst 
untersuchen wir die Summe der Sinusreihen. 

Gehen wir von der Gleichung (473.) aus, so erhalteft wiTi wenn 
X's^x^ und Y =■ sin x gesetzt wird. Nachstehendes : 

jpP8inj:+(at?4"^*/wo(x + AJp)+(jp-|-2iÄjrysin(jc + 2Aj^).,.. 

. . . . + (jT -f- « A x/' sio {x + yi A x) 
— (jc'+(n+l>jry'A-^sin(dr+(^+l)Aa?)~-Ä(jr+(/2+t)Ax^ 

— Ä;PA-*sinjr4-^x''A"^sio(jc+Aj:) — A*jr'^*A-^sin(jr4-3Ax).... 
Zur Darstellung des vorliegenden Summen -Ausdruckes werden uns die 
positiven Unterschiede der Potenzialgröfsen und die negativen der Sinus» 
Functionen nötbig. Die erstem deuten wir nur an, und berufen uns ihrer 
entwickelten Darstellung wegen auf $. 114* Die negativen Unterschiede der 
Funetiopeu des Sinus sind nach No. 206. folgende : 

i Sin[x + (/l + l)Axl = 2s\niÄ:c ^ 

»in[x + C/?4-2)4a.-] = [>.(!;„ jXcy % 



A-» 



525. (.-.iof.+(. + 3),,j«4.-^+iid^l^ 

A^sm a? + (/i+4)Aapl » A LT- ,7 — -. 



21. OettinQtry Summenrtchjf. f. Beih,, d. därcf^ zusammenges. FukcL erzeugt werd, 325 









*^ ^ '' 2» (sin J Aar)»» 

\ K -r J T 2»(8in|Ax)* » 

^ ^ ' ~ 2*(8iiijA:c)*» 

Die riohtige Substitution £eser Werthe in die vorstehende Gleichung fuhrt 
zu folgender Darstellung-: 

526. a:''«ina?4-(a:4.Aar/8in(ar+Aj:) + ....-{-(a:-f ÄAaf)P«in(a? + /2Aar) 

-_ [x+(»i-f-l)Aar}P.co»[ar+( ii-4-S)Aa?1 — a?P.co8(ar--|Ax) 

281o|A;r 
'^ 2»(8iD|AJc)^ 

^ A^[x-f (n^fl)Aa7^^s^n^ar4-(/^4-2)Aa?^— A»a?P.8id(x + Aa?) 

2* (8in i Aa:)* 

Legen wir die Gleicliuog (477.) zum Grunde uud setzen dort -Xj, = x% 
j^' = 8ma7, fto erbalten wir folgende allgemeine formelle Darstetiung : 

x^siiix-.(a7+AirX«in(a? + Aap) + (ar + 2Ajr)P8in(:F + 2Ax^ 

. • • . ± (ar 4- /2 A a?/ sin (jc + ^2 A ^) 
= ± [(^+(/2+ l)Aj?)P^-'«in (a?+(/2+l)Aar) — A(Är+(/2+ 

+ flpP ^-* Hin 07 — A (x+ Ajp)P ^-' sio (a:^ Aar) + a^ (jr -f 2 aot)'' ^-^ »in (x+ 2 ax) — *^ 

Die negativen Aufstufungeu , die uns neben den {positiven Unterschieden 
nütbig werden, um den verlangten Summen- Ausdruck darstellen zu kön- 
nen, sind nach No. 90«: 

^ i ' V 1 / j 2 cos i Aar ' 

527. / ^ ''*' l^ + C/2 + 2) A X] _ _.^----.- __^^ , 



Crelle's iounul d. M. Bd. XV. H<L4. 4^ 
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527. 



^* «in (äp + A jr) «s 



^-'»in(ar+2Aa?) 



!2eos|Aa7 * 

SIBJO 

Sfnfxj-^JAX) 

2* (cos Ja«)« • 



Die Eiofuhrnng d«r angm^^ea Werthe in die obeo angegebene GleichiiDg, 
giebt folgernde Reibe mh Ihrem Summeen -Ausdrucke: 

— 4. [a^4-(« + t)Axy»tD[jc+(/f4>})Aar1i:a?>'jfci(x-JAj) 
_ A[x+f7r+l)A.yl^gm[>v-Kn4- 1 ) A g] Jb ^ x^' sie ag 

^ A>[a?>^(i,4-l)A3rf»b[^-fOf4-|)Aa-]4:A*^iio(a^4-fA^) 
"" 2* (cot J Ax) * 

- A>[xHKll4-l)Axy$i»[g-f (n-f a)A.r]±A«X^siD(g+Ag) 
"*■ 2'^(C08iAx)* 



aucb 



Legen wir endttch die Gletchong (479-) .stini Srunde, und setzen 



X^T:rx^ und rssrsino;» so entsteht: 



+ [(a?+/2Aar/^-*sinrd?+(/i+l)Aa?J4.A[^4.(ii— 1>*]P^^ 

^-(ar-«Äary^'sinj? + A(ar— 2Aa?/^*sinar + A-(a?~3Ä;ry^-^^ 

Die n^atnren Anfitiifung^i die uns aor entwickelten DarsleRung des vw^ 

liegenden Summen* Ausdruckes fihren^ sind nach No.90« folgende: 



521». 






^^9mx 



ti»(jg~$Ajr) 



jiu« • fis(^— ^lAar) 
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Die Siuf&bruDg ^ser Werfhe am MgeMigten Orte fährt zu folgexi^Ar 
DarMelliiiig des Sümmi^n - Ans^ttckes für eine zasatnmeogasetzte Sinns« 
reihe mit ihrem Summen- Amdrucke: 
530. •r^'siBjr — (ar + Ajr)^ «ii(a?4-Ä*) + •••• + (« + ^Ajp/»io(iP + 72 Aa?) 

— 2eMiAx 



, Afar-f (ii — l)A»]''«ii»(«+jtAjt)i:A(«— ÄA^yMiirjc — Aä) 

*^ — *• ' — - — ■ ■ ■ . > * 

— 2*(cOÄfAjr)» 

— 2» (cos J A jt?)^ 

A«[j4-(«~3)AxytiD[a?4'(n— l)Aar]+A»(y---4Aa?)^Mp(a7— 2Aa?) 
~ 2^(coi}Aa?)* ~^ 

Andere Darstellaog^n fiir die in dem rorsteheuden $• mitgelheilten Sum« 
mengleichungen, sollen unten §• 142. No. 616 — 618« gegeben werden. 

». 121. 
Sehr leioht gewinnen wir Reihen^ deren Glieder aus den Functionen 
des Sinus und den FaeiiltSten zusammengesetzt sind, wenn wir die Glei« 
ehungen (473.)9 (477.) und (479.) zu Grunde legen. Die G-Mehung (473.) 
fuhrt uns^ wenuX^s^^'^ und Tsssina: gesetzt wird, zu folgender for- 
meilen Gleidhoog; 

a^'^8in«4-{a:+Aar)P*^*«ifi(a?+A«)4.....+(x4-«AÄ7»^^at^ 
-:[x-HH-l)Ä«J''^^A"'s»[*+(/f+l)A«]--A[«+(ii+ 

— Ä^»^*A*^ioar+A«^'^A-%«(.x+Aa^)-A'af^»^A-^in(«?+2Ax)+.... 

Die positiven VJntarschtede der Faeultaten^ deren Daratellaing der rorlie- 
gende Summen -Ausdniek erhaischt^ sind sehen oben No. 510. («HS., und 
die negativen Unterschiede des Sintis No. &23« ^.120. mitgetheilt. Ihra 
Eininhrung erzeugt folgende Reihe mit ihrem Suromen «Ausdrtu^e; 

531. aP^^''%llLX'^{x^I^Y^'^%iu{a>\'^a)^ 

ra;4.(„+t)A^7 ' ^cti% rx+(n+iKrl — Ä^ » ^ cos (:r-f Ax) 
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Die Gl(*icbuDg (477.) fahrt zu folgenJer formellen Darstellung für eine 
Reih« mit abwechselnden Zeichen , wenn Xs^a^^^* und Y^rinx ge- 
setzt wird: 

Die upgativea Aufstufnngen, deren Darstellung der vorliegende Summen* 
Ausdruck erheischt, sind schon im Torhergehendea §. No. 527. angege- 
ben worden. Benofzen wir sie, so entsieht: 

532. a^ ' '^^sin jp — (x+axT ' ^^8in(a:4 ^x) + . . . . ±(ar+/iAary • ^sin (x-^-nsx} 

SS . [.■H-f»4 - t>aa7f '^^*«iu [aT4- (« +i)A3rT— aJ"^8in(a?— j Aar) 
— 2cos^Ax 

— A [^ 4" w+2)Agr"' ' ^ sin [a:+(n+t)Ajcl — ( x+Aatf^ ' ^*mii at 
+ ^ '^ 2» (CO« i Aar)» 



Die Gleichung (479.) fuhrt zu folgendem Resultate, wenn Xssa:^^^ und 
Y^^Ktnx gesetzt wird : 

x^^^sina- — (x + acr)'''A'siu^r -f. Ax; -f .... + (x + Ä at)»' ^'8io(jr + ÄAJr) 
as +[(x+/JAx)P' ^•«^-'8in(x+(n+ l}.\rf + A«to[x+(n-l)Axp' ^»^-*8in[x+(/i+l)Ax]— ...-l 

+ (x— Ax)'"^*^-'8inx + A(x— 2Ax)'"^*^'sinx+,... 
Die negativen Anfstufungen, die in die rorstehende Gleichung einzuführen 
sind, wurden No. 529. §. 120. angegfsben. Wir ziehen aus der Torstdien- 
den Gleichung, bei gehih-iger Substitution r 
533. xP^'^sinx— (x+Ax)P''^«in(x+Ax) -f .. .. i:(x+/iAx)P'^8iD(x+ÄÄx) 

. (x+«Aa?)P ' ^ HB [jr-f (ii+i>ic] ± (x - Ax)'' ' ^ 8iD (ar — |Ax) 
"~" 2ro8sAx 

(x;f wAx,^~"^'Mn(a;-f »Aar) + (x— A x/"' ' ^'' sin (y—Aar) 
— ''** 2*(co8}Ax>» 

±p{jf—iK^x) 2M<ro8jAa?)» ' 

+ p(n-.i Yp^2)Uxy (^■+»-*^)'^^^»i''[^-<- f>'-tWT± fx -^xr>'^'.F>(x~2A^ 
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In den sämmtltchen Gleichungen dieses und des rorhergelienden §• gilt 
das positive Zeichen (ür eine «in|{erade, das negatire aber für eine gerade 
Glieder- Anzahl: 



^ 122. 

Befolgen wir nun die Dtimliclie Entwickelungsmethode, die wir in 
den beiden vorhergehenden $$• angewendet haben, für Reihen , deren 
Glieder aus den Functionen des Cosinus^ und aus Potenzial- Gröfsen oder 
Facultaten zusammengesetzt sind, so erhalten wir ahnliche Summen - Aus« 
driicke« Wir theilen den ausführlichen Entwickelungsgang nicht mit, son« 
dern setzen nur die Resultate her«r Diese sind folgende: 

534* otKconot + (^ + ^ ^Y- 008(0^+ äx) -f . . .. -f (^ + näxf. QO%{jif-\-n^x) 

fx'-|-(/t-f-l)Ax]''.sin[x-|-('« + J)^^] — Jc'^.sinCar — f^ap) 

2äiU2^:r 

**" 2*(5!u§Aa?)» 

2*(5injAx)*^ 



fnr Cosinnsreifaen, deren Gh'eder mit abwechsetnden Zeichen versehen sindr 
535« x^.cwx — (ap+Ax/rCos(jp+Aa7)4-»*-- + (^+-'2'i^)''*c<»(^+^^^) 

t [^+ (^ 4" 1) Aic]''. cos [a?4-(/i + J) A vt] — a?''. coa (x — 5 Ax> 
"^ 2co8|Aar 

-^ a»[x 4* {n -f> f ) A jt]^ . cos [x -4- (n »f- 1) ^ ^^1 — A jc^ . cos a r 
* 2*(cosiAx)* 

. A*[x+(Ä + l)Äx]''.cosrx+(/i-f-|)AxJ— A*xP.cod(x+lAx) 
~ 2'(co»iAx)* 

— A* [ x-{-(y» + l)Ax]^.cog[x>f-(yr-t-2)Axl-~A*x'',cos(x+Aar) 
^ 2*(cosJüx)* 



Femer erhaftes wir für Reihen von derselben Art:^ 



330 21« Oettinger, Summenrechn^f. Reih., d. durch zasmnmtngeä^ Punet. erzeugt werd, 

^ A» [x4-(w---2)Aary.w>B[ap4 .(w^j>a?] + A' (x— 3Aa?)^ cos (x— 4 Ax) 

^ 2'(C08{AX)* 

A » [x4-(it— 3)Axl^ cos [x+(w-^ < )Axl + A ^ (x-^Ajc)^ CO* (x-> 2aj0 
^ 2*<^08lax)* 

Unten f, 142. wird auf eine andere Darst^ang for die lo diesem (. mit* 
getheiite Sumineii^ld^hitDj» verüfiesen werden. 

Verbioden wir aber die Fuiictien des Gosiaus mit FaciiUätea, so 
erhalten wir fiir den Sunwien- Ausdruek einer Reihe, deren Glieder mit 
positiven Zeichen versehen sind, folgende DarsteiluDg: 

5JJ^ ■ «IM ■ ■ I ■■ fc» M^^— ^M^— —^ ■ ^1— W^— ^^— ^M^^^-^»— *■»■ i » I I 1 ■ . .» 

[x + (n+2)Ax3'^'»'*'.co«F«+<«+l)AxJ — Ca? + Aa:)'^"*'.f08x 
^' 2'(«i»|Aar)» 

-p^n-l)(p^2XM« t^-K»-K)^f " ' ^. «-o» [x-Kn+2) A^l -C^+S^r'^ ^. ro,(x^M 

FBr eineReShe, derea 6iied6r mit «bweehselnden Zeiohm TerHiBden sind, 
erhalten wir: 

538. x'^^'cosac — (ar-l-Ax)P'^.0O8(ir+Aar)4.....i(^,4.*AJ»)P'^.co»(«+nAjp) 

^— «l" J' » i,.i . ■ ■ I li . i ■ II» ■ i I I ■ I. ■■■.■■■■ I II a>». 

— 2 «OS i Aar 

+ p Ä X F (^iri^ ■ 

±p(p-l)(Ax) 2-»(cosiAx)« 

Xp(p-lVp_2)(A:.)' [^+(>'f ♦J^^l'^ ' !lco^^(«i2Uxl ±<x.f 3Axr^^ ^.co.(»4i>x^ 

TA'VI' /\f f\ ) id*(O0»iA.T)* 
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ferner für eine Reibe voo derselben Art: 

(x+ n^vf^^ » ^. CO« (xf jf ojt) + (x--Ax/-* ' ^'. CO« (^^&x) 
^P F^ A > 2«(co*Jax)* 



lo den Gleichuiigeii Wo. 536.^ 536.> 53ft und 539. |pl( das peiitive ZM- 
eher» fiir eina uncfrade« das ntaative fBr euM cerade GVader*AnnhL 
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2a. 

Memoire sur le calcui des variaiions des inte^ales 

multiples. 

(Par TM. OMlrograialy.) 
La a fAcademie imperiale des sciences de St Petersbourg le 24 Janvier 1834* 



{Extrait 4es Meiioiref de cette Academic« S^ia VI* T. Ul.) 



lu'applicatioD de la metbode des variations mix fonctions qui ne reoler« 
meDt que les integrales relatives ^ une seule rariable ne laisse rien d de- 
sirer, ni du c6te de la siniplicite , ni de cclui de Ja gen^ralite« Mais ii 
n'en est pas de mcme dans le eas, ou U s'agirait de reohercher la varia* 
tion d'une integrale multiple , prise par rapport aus: variables diflS^rentes. 
Certaine» questions, relatives ä cq oas^ sembleot exiger plus de g^ncralite 
qne n'en coniporte la melhode des variations ^ teile que Lagratige l'a ex- 
posäe. Ce qui pourrait faire croire^ que Ics prioeipes de ce graad Geo« 
inetre n'otit pas ete convenablement appliques^ ou biea que les principe» 
minies ne sont pas toujours suffisants. 

C/est pour oela^ peut«etre^ que Mr« Poisson^ dans im m^naoire 
qull a lu le 10 Norenvbre 1831 a rAcad^mie des scienoes de Paris , « 
eru devdr ajouter aux principes du calcui des variations^ pos^s par ha^ 
grange^ une espece de nouveau principe, qui consiste h considerer les va« 
riables ind<$pendantes de la question, comme fonctions d'autres variables 
accessoires. Ges dernieres disparaissent d'elles m^mes dans le oours du 
calctd; mais par leiur considoration, dans le cas de deuic variables ind^pen« 
dantes x ei y^ M. PoisMn a ^vitä de supposer les variations $x eX 9/ 9 
la premiere independaüte de la quantite y^ et la seeonde independante de 
la quantit^ ,x: hjrpothese que tous les geometres, qui oat ehercbe la 
Variation des di£P(^rences partielles d*une fonction ä deux variables ind^- 
peudentes, ont 6te^ en quelqne sorte, force de faire par la nature meme 
de leurs caiculs« 

Cependant la suppositioa Sx indäpendante de y et !iy ind^pendante 
de X semble resulter des principes du calcui diff^entiel les plus simples 
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et leg plus ^lementairei ^ et tant qu'on ii*a pas proave, qae oes prinoipea 
sont iDsuffisantSi ou qua rapplication qu'on en avait fait est in^aote^ ü 
restera A decider^ si Von doit pr^ferer las formulea de M. Paissan pour 
la rariatioo des diffi^rences partiellea d'une fimetum lü deux variablea & 
Celles A'Euler et d'autres G^ometres relativemeiit au meme objet« A la 
verit^^ les dernidres sont un eas partioulier des premidres; mais oe oas 
partioulier est peiit-Stre celaiy qui doit toujours avoir lieu« 

Getto questioB^ nous la decidons poar les fomules de Mr. Poimoh« 
Nous d^montrons^ que les G^ometres^ qui out trait^ le ealoul des varia- 
tions des integrales doubles, y oompris Euler lui mdme^ n'oot pas oonve- 
4iablement diffiSrenti^ avec la earact^ristique i les diff^renoes partielles de 
la variable prineipale« Mais on verra aussi, que riutroduotion des raria« 
blas aec^oires dans cette sorte de questions n'est point n^eessaire« Le 
memoire de N. Poissan sur le ealoul des variations sora toojours oit^ dans 
rhistoire de Tanaljse diflR^rentielle« C'est dans ce memoire que Ton trouve 
pour la prämiere fois , la Variation compicte d'une integrale double« Elle 
7 est d^duite de la consid^ration des variables aecessoires. Mais on peut 
s*en tenir aux principes de rimroortel auteur de la M^oanique anal^rtique 
prinoipes qui r^unissent toute la g^n^ralit^ d&iderable et la plus grande 
simplicit^« 

Nous montrerons d'abord, dans oe qui va suivroi en quoi oonsiste 
Tinexfictitude ^chapp^ aux G^m^tres qui ont eherob^ la variatioB des 
diff^rences partielles d'une fonction ä deux variables ^ et nous indique* 
rons ensuite an mojen pour trouver la Variation d'une integrale multiple 
queloonque« 

l. 

Darf gnons per x mie fonetioB de deux variables IndiSpendantes s 

et r, et laisons ir-ss=«' 5—==«., -g— t = « » -5 — t-=«/. -r-^ss« . 

ainsi de suite; puis donnons aux quantites x^ y^ z^ respeeti vement , les 
nccroisseniens simultanes tx^ ^y^ ^%^ que nous regarderons eomme fono* 
tions infiaiment petites et arbitraires de x et de ^; par Teffet de oes ao* 
eroisaements I les quaotit^ z'^ z^^ xf' .... deviendront, respectivement^ 
«'+^*'> */ + ^^/> *'' + ^«"> ....j proposons nous de trouver les varia« 
tioBS ^z\ ^«/ » ^z"^ . • • . 

Gi«Be's iowiMl d, M. Bd. XV. Hft. 4. 44 
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dz 

Cousid^rons d'abord J«^ Comme ;$' ss ^- , on ayalt era que poor 

dz 

avoir izf W fallait diff<^reDtier h TordiDaire^ wloti i^ la quantit^ S*" > ^ ^"^ 
avak touräi uo rdsultat in^xact ^jk' s» -ij-^ — «^-3 — • Pour d^mrrir la 

dop 00? 

ftoarce de Terreur il n'y a qu'a remontar k Torigioe de la quantit^ ^z!. Si 
Tön d^fligne^ pour un instant , ar-f ^^» Y'^J^Yf ^*f ^^> reflpeotivement, 
paf X, ¥, Z, on aura evidemment 

les diff^rentielles partielles z' et xprr sont prises^ la premi^re^ en regardant 

oomme eonstant y^ et la seconde, en oonsid^rant 1^, o'est*d-*dire y + ^^y 

oomme invariable; or^ on avait oru^ que lea deux diff^renoes ^jz et z* 

devaient dtre rapport^es k la memo bjpothese dy=sO^ o'est en cela que 
Ton n'^tait pas exacte. 

Remettons pour X, Ji Z leurs valeurs j? + Ja?, y + ^y» ä + J^s. 
Nqus auroos 

les diff^^rentielles d(«+^^) ^^ ^(0?+^^) Mnt prises en fieusant d(y^Sy)zszO. 

Or 

a(z + ^^) = (v+|^)aar+(*.+ ^)dy, 

a(y+jy)=|^a..+ (i+4^)ar; 

«n substituant les valeurs pr^c^entes de d(x-j-Sz) et de d(r-f-^x) daas 
la derniSre expression de Sz't nous aurons 



J* 






et en mSme temps 

en eiiminant djr et d/, 00 trouve 
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(dSz ,dSx Bf>y\fn B9y\ fSSz ,d8x d3y\SSy 

I. , bix\ f. , 8Sy\ öSx ddv • 



ou bieD, en iie tenant oompte que des infiniments petits du premier ordre 

ft / dSz fB9x d8x 

vx Hob ' ax 

Si Ton eompare Mtte valeiir de iz^ a celle iz^ as --^r-^— s'-x-^. 

OD remarquera, qu'en rapportant h diffifirenoe -g' fj'g * \ » Tfafpothete 
^ysBOy au Ueu d<$ d(y + ^/)=*09 on supprime dana Sz' le terme 
z, V^ qui est du meme ordre de grandevr qu $z\ et qui^ par ies princx- 
pes du caloul differeotiel, derait j etre conser?^. 

Supposoos que la quantit^ $y aoit ind^pendante de »s nous aurons 
4-^ = et ^z'=r-5-i — «'-5— > commc on le trouve par la diffdrentia« 

dz 

tioQ ordinalre, selon S^ de la quantit^ ^; or, il est faeile de voir^ que 
dans rhypothese -^-^ssO, la diff^rentiation ordinaire est permisCy car, 
comme alors 5()r + J^-)=s(l4--^J 3y, en faisant ö(y4-^>') = 0, on 
aura evidemroent dysstO; donO| dans l'expression ^g^= ^r- X^ ^ — *' 

lea deux diiF(6rences partielles z^ et v) T« ^ sont toutes deux relatives a 
une mome bypothese dyzssO. 

n est erident que 

Oo trouvera de la meme maniere 

Sz,= ^/dx + z„oy+-^ j^^ '-•^. 

Pour passer aux diffdrences secoades, on remarquera que 






44» 



338 22. Osirogradsky, memoire sur le caJcul des variations des inittgralts multipUa. 

Obter?on8 que les termes iodepeDdauts de Du^ dans les formules 
pr^c^dentes, revieonent aus: difiP^rentielles ordinaires des quantit^s u^ 

'S~^ ^'^ d~ *" * consid&r^ oomme fonctions ^e x^ y^ z . » . . et en sup- 

posant qua les aooroissements de ^, y, z • •• • soient Sx, Sy, Sz . ... si 
donCy nous d^sigoons par la caract^ristique A la difFerentielle d'une fono- 
tioD de x^ y^ z .. . .f diflf^rentielle due aux accroissements $x, ^y, Sz . . . . , 
nous pourroos ^crire 

Su =s öiu + Du, 

xs 8 u j^ du , S Du 

ö-K— SS ajc — u^ — 5 

Ä — A ^ ^ 1 o Du 

by dy •" dy ' 

II D'est pas diffiotle de trouver la Variation des diff^^rences siiperieures 
4-1 , g"Tr~* > • • • • 5 ^** verra avec feoiiite que Ton a eo general 

3. 

Ce qui pr^c^e^ auffit pour trouver la Variation d'une fonction U 

de //, Xf y, z et des diSS^rences partielles de la variable principale u par 

rapport aux quaotites x, y, z ^ . • ^ II n'y a qu'i^ diflRSrentier U ea y fai* 

saut croUre toutes les quantites .Xf y, z .. . . et toutes les fooctions u, 

~ .... de leur* variatioss ^. Or^ les variations iuy S-^ .... ^tant coro- 

pos^es obaeune de deux parties iofinifiient petites^ od peut, par las priop* 
eipes da oalcul dtff^rentiel^ en augmentant x, y, z .... respectivement de 

^Xy Sy, Sz .... B# füre o-oitM d'abord les fonotions u, -^ .... qua des 

du 

premieres parties ^u, A^ .«•• de leurs variations^ il en reaultera dans 

U un accroissement qui formera la premiore partie de h variafion 817; 
puis, en laissant jr, y^ ;s . • • . les menies, on augmeutera la fonction // et 

ses dift'^^reocea de secondes parties Du, -~- .... de leurs variations; 

raugmentatioB qu'en reoevra la fonction U, formera la seconde partie de 
sa Variation« - - «... 



• • • ■ 
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La premiere partie de la rariatioB 5U sera ^ridemment 

|£,, + |£,,+^^.+.... 

en faisant varier dans leg diff^ences ^, |i^, ^ • • • • ^««» *• prämiere, 
toot ce qui varie avec Xy dans la seooode^ tout €e qui rarie aveo y, dana 
la troMieme» tout <50 qui varie avec z, aiosi de auite. Besignons pat Dl/ 
la seooode partie de la rariation Ws eette partie est diie d racoroisse- 
ment Du de la quantit^ u, aeeroiBsement qu'on doit appliquer u tt par- 
tout ou cette fonction se trouve dana I7j nous auroos 

Nous nous dispensoDS d'^crire le developpement de la differentielle DU, 

4, 

Proposons nous de tronver la THriation de llnt^grale d^finie 

F^ SUdxdydz,... 

psise poar toutes las valeura de ac, y, z qui satisfauent ä l'in^galitö 

I.<0, 
Li dtant iine foncHon de x, y, z .... 

La Variation de liat^grale HUdxdyBz e«f, bien evidera- 

ment, ^gale k la somme des Tariatioiu de teos ses ei^meos diff^rentieis; 
ainsi, pour aroir ür, fl n'jr a qu'k preudre Tiot^grale de la variatioa 
o{üdx dy dz....)j oe qui donnera 

SF z:=SS(UdxBydz,,,.), 

Or, on a, par le principe du ealeul diffiSrenfiel, 

iiüBxBydz....) « 8UdxdyBz ^US(dxdydz....), 

(fest-a-dire, en vertu du §. pr^dent 

SiUdxdydz....) = {^Sx + IE$y^^9z+,...)Bxdydz.... 

•\'U^iBxByBz,..,)'{.DÜBxByBz,...^ 

dODO 

-^SDirBxByBz.,.. 
Nous d^montreron» tout-ä-rbeure quo 

H9-«r««-0 - (^+'#+^'.+....)**8,«....., 

il en resuitera. 
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^SDUSxBydx.... 
Dus k» diffifeenfielles partienei ^^^, ^^^f ^^^ -- ^ ^^ 

faire varier, dans h premidrei tout ce qui varie aviae jt, dans la Moonde^ 
tout oe qui Tarie areo y^ dans la (roiaiaiiM^ tont ca qut rarie avee a, ainsi 
de ftiiite# 

Nou8 alloM nons ooooper maintenaiit de la TariatioD ^Bs By Bz •••«% 

^(ßxByBx»*.. SS BX3T dZ ...B^^BxBjfBz*:. 
Lea quantitea X^ T^ Zj ••• . ^tant fimctioiHi de dr^ 7, a • •••! pour 
avoir one des diff^rentielles BX^ BT^ BZ^ ....^ par eoLemple BX, ü n'j 
a qud diflPerentier üi rordinaire la qoantit^ X^ en regardant J^» J? .... 
comme oonstaots^ oe qui donnere 



»»•• 



d'ou Ton tirera 



^(dX BT BZ \ 
Air ^^* ay dz / ^ 



On a detigo^ d'aprda Mr. Cauehy, par la notatioii 

le retuhat de r^limination des quantit^ Pf f 9 r, . . . b aatisiaisaiit anx 
^uations 

SS ^/y+^if + ^t^+-*«« 
= cp^e^f^e^r+.,.. 



On snppose qae le terme abiC^...^ de ee resultet weit prts arec le 
tigne plus. 
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Pour tron ver 8Yil faut differencier Y en faisant dX= 0, 8Z r= . . . . 
c^est-a-dire 9 en faisant d^=^0, dZ = .... ce qui doone 



. ■ • • 



d'oü 



f(dT_dZ\ 

1 tr J ^dy dz / 2 



/(■§■■■■) 

on froavera de la möme mabiere 

y(* • • •) 

ainsi de suite. Le denominatenr de rexpression de la demiere differenfielle 
sera ronite; car, si par exemple, Z etait la demiere variable, on aurait eu 

En faisant le prodait dXd YdZ on trouve 

donc 

Les principes de Tanalyse differentielle exigent qae dans le calcol du 
coefficient 

J ^dx dy * dz J 

on ne tienne compte que des infiniments pelits du premier ordre, car 
t S d" ^^^ ^^^ quantitö infiniment petite de cet ordre. Or, si Ton excepte 

dx ar dz , , , . , , f/ax ar az \ 

-^—•■^—•3— , tous les aufres termes de la ö^nime /\^-g— -^--g— •••.•^ 

sont infiniments petits au moins du second ordre; donc, aux qnantitis de cet 
ordre pres, on aura 



. • • • 



r/dX BT BZ \ BX BT BZ 

J \ax dy az / dx ay az 
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et par suite 

Remellons pour X, Y, Z .... leups valeurs x^dx, y + cT/, z-\-dz 



nous aurons 



^8z 



J... . — \\dxdydz 



ou bien, en ne tenant compte que des infinim^ts petits da premier ordre. 



cJ(ö.ör5.....) = (^ + -^ 



A 



6. 
Determinons, avant draller plus loin, quelles doivent ötre les limites des 
variables Xy y, z dans Tinlegrale 

üdxdydz .... 

etendue ä toutes les valeurs de x, y, z . . . . qui satisfassent a rinegalite 
£#;>0, ensorte qu^aux limites de celte integrale on aura £# = 0. On se 
propose d'integrer d^abofd par rapport ä x, ensuife par rapport a y, apres par 
rapport a z, ainsi de suite. 

Admettons que requation L == 0, resolue par rapport a x, ne fournisse 
pour cette variable que deux valeurs Jt^, et X, ces valeurs sont les limites 
de la variable or et, en supposant que la foncUon L reste negative pour les 
quanliles x comprises entre X^ et X, on inlegrera Texpression 

/Udxdydz. ... 

depuis o? = ä la plus petite des deux racines ^) et ^^- jusqu'ä x= ä la plus 

grande de ces racines. Quant aux quantites y^ ^ . . . . on doit leur donner 

toutes les valeurs qui fournissent pour Jfj) et X des quantites reelles , et, ao 

contraire, on doit exciure les valeurs de y, z .... qui rendent imaginaires 

Xi) et X; or, dans le passage du reel ä Fimaginaire, les racines ^j et X 

deviennent, comme on le sait par la theorie des eqnations, egales entr^elles; 

donc aux Kmites de y, z ...: on aura a la fois 

dL 



0, 



dx 



0. 



En eliminanl x de ces deux öquations on en obtiendra une ea y, z .... 
qui appartiendra aux limites de ces variables, et qui fonrnira, supposons le^ 
pour y deux' valeurs Ya et Yj valeurs qui serpnt jes limites entre les* 
quelles il faudra integrer /üdxBydz . . . . par rapport a y; on prendra 
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l^integciile depuis la plu0 petile des deux quantites Yq et Y josqu'ä la 

plus grande. 

On parviendra a la mdme conclusion. de la maniere suivante: apres 

avoir integre par rapport a or, on doit integrer par rapport ä y evidemment 

depuis la plus petite jusqu^ä^ la plus grande valeur de cette variable en sup-> 

posant toutefois que x el y soient lies par, requaiion £/:=0, et en consi- 

derant z . . . . comme constante. Si Ton differentie dans cette bypotbese, 

on trouve 

^ dL I dL dy 

dx "^ dy dx ' 
or, pour que y seit roaximum ou nDlnimam, il faut qu'on ait -^ = 0, ce qui 

JW 

donne pour la limile de y la möme equation -^ = 0^ que nous avons dejä 

trouvee. 

Pour avoir les limites relatives ä la variable z, on traitera Tequation 

qui resulte de relimination de x entre Z/ = et •^— = comme on a traite 

Fequation L = 0; or, on peut supposer que le resullat de Telimination de la 

dL 

variable x entre £/ = et -^— = est Tequation mdme £/ = 0, dans la- 

dL 

quelle on a mis pour x sa valeur tiree de -^—=£0; donc, pour trouver les 

limites de z, on differentiera Zi = par rapport a y en considerant x comme 
fonction de y; ce qui donnera 

dL , dL dx 



+ -5F' 







dy * üx dy 

OU bien -^ = 0, ä cause de -^— = 0; en eliminant y entre £/ = et 

dL 

—-z=zO^ on trouvera une equation qui fournirales limites pour z, En conti- 

nuant de la m£me maniere, on trouvera les limites pour toutes les variables 
qui entrent dans Tintegrale 

ßüdxdydz 

Ainsi, en resumant, les limites de x sont immediatement donnees par 
la resolution de Tequation Z> = 0; on trouve les limites de y en resolvant 
paf rapport a cette variable Tequation, resultante de Telimination de x entre 

dL 

Z/ = 0, -^— ==: 0; on trouve les limites de z en resolvant par rapport ä 

ÜX 

cette variable requation, resultante de Teliinination de :r et ^ entre L = 0, 



\ 



-5— = 0, -r- = 0, ainsi de suite. 

dx dy 
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Nous avons suppose qae les equations relatives aox limites de rint^grale 

/Udxdydz . . . • 
ne fournissaient pour cfaaque quantite x, y, z . . . . que deax valeurs ; mais 
il serait facile, d'apres ce qui precede, de traiter le cas ou les eqnations dqnt 
il s'agit, fourniraient plus de deux raciaes. Le nombre des valeurs limites 
pour chaque variable x, y, z .. . .^ en y comprennant sll est necessaire les 
quantites infinies, dolt dtre pair. 

7. 
Reprenons la Variation 

fqisoDS y, pour abreger, ÜSx == P, üdy = Q, Udz = jR, nous aurons 

Considerons d'abord la partie 

de la Variation pr^cedente; supposons que de deux valeurs X^ et X, que 
fournit pour x Tequation £/ = 0, X seit la plus grande: nous aurons 

/^dxBydz... =ßPx-PT.)dydz....', 

on designe par Px ce que devient P quand on y met X poür x, et par Px„ 
ce que devient P pour a? = -X[,. 

Comme la fonction L a une valeur positive avant de s'evanouir pour 
x = Xo^ et une valeur negative avant de s'evanouir pour xs=zX, il s'ensuit 

que la derivee -^ est negative pour 0?== JQ), et qu'elle est positive pour 

x^=^X: donc en prenant le radical 1/(3-1} positivement, on aura 

pöL 

pdL 

/'BP ' 
g — dxdydz ....=== 

/{Px — Pxo) ByBz .... nous aurons 
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Q^dxdydz.... =J~—dydz....i 

rinlegrale da second membre ne comprend quo les valeurs ie x, y, z . ... 

qai satisfont ä reqnation £#==0. 

On troavera de la möine tnaniere 

qSL 



R 



ÖL 



et par saite 

pdL 0§£f R^^ 

les integrales du second membre de celte equation doivent 6tre etendnes 
a tontes les valenrs de x, y, z .. . . qai satisfassent ä reqaation L = 0. 
Considerons deox de ces integrales, par ezemple 

p ÄL Q dL 

D'apres Tarticle pröcedent, ont peat faeilement s^assarer qae lears limites re- 
latives aax yariables z, .... sont les mömes; de plas on anra 

pour toas les elömens de ces integralea ou les variables z restent les 

Bit dli 

mdmes ; ensorte qae les difförentielles -|— dx et 4— dy sont egales aa signe 
pres; donc, en prenant positiyement les accroissements dx et dy, et les ra- 

dy dx 



$/lß iiLOftrograäsk^ menMir^ sur le caicul des variations des integrales mf^liiple9. 
ou bien , en multipliant par 8z . . .. 

II est facile d'en concIut*e qu'on aüra en general 

dydz .... dxdz.... öjröy.... 

d'oü, en faisant pour abreger d^==y(dy^8z^. ...-\- dai^dz^... . -{ Bx^dy^. . . . + ••••% 

dyd^ .... dxdz,.,, dj^dy..,^ ds 

en verta de ces egalites, l'eqnation (il.) deviendra 

On peut, pour rendre plus facile rintegration de la differenlielle 

ä la place des variables x, y, z .».., liees par T^quation Z/b=:0, introdiwe 
d'autres variables a, b .... independantes entr'elles. 

On transformera, par la methode connue, toos les elemens dydz , 

dxBz . , . .^ dxBy . . . .\ .... OQ el^mens proportionneU an produit BaBb , 

oa trouvera ByBz ....^^^ABaBb *...^ Bxdz ....^=^BBßBh....^ B^^By.^^* 
=== CBaBb . . . ., .... Af B, C, .. .. . etant fonctions finios de a, b, . . . . ; 
ce qui donnere 

Bs = BaBb.... ^(^^-j-B» + 6:'^+ ....)• 

Sl Ton veut par exemple integrer par rapjiort aux variables y, z , 

on fera attention a ce qne dans les^ eigens Bxbz....^ BxBy...'^ •-.* 
Oll Öoit prendre )a differeotielle de la variablem eai eoqsiderant dana la-premieM 
la qnantite y comme seule variable, dans la ßecondc^ la quantite t: comm^ 

seule variable, ainsi de suite; 11 en resulterd que BxBz . .. . z=-^ByBz . . . ., 
BxBy . .. . = -g— ByBz . . . . , . . . .; donc 
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//dl/ , ÖL* aL» \ 

ö, = öyö«....|/(l + -g-r + -gp- + -..;=öyö«.... r%rr 

en Sorte que 

Remettons dans la formale (A) pour P, Q, R ... . leurs valeurs 
{7(fx^ Vdy, XJd»_ .... nons aurons 

ou bien 

et par saite 

dV : 



fii 



8/ 



8. 
Nous allons maintenant indiquer les reductions a faire dans le terme 

. /DUdxdydz de la Variation dV, reductions qui consistent ä faire dlspa-^ 

raltre, autant que possible, les differences partielles de la quantitä DU spus 
le signe / 

An moyen de la formale (i?.) de l^rtide precedent, il sera facile 
de remplacer rintegrale /2>I/^a7^yd^.. . . . par la somme de deux autres 

inlegrales /W DUdxdydz . *^. et /0ds, dont la premiere est, comme 

DUdxdydz .... relative ä toutes les valeurs de ^^ y^ 2r . . . . qui satis- 
fassent ä Finegalit^ L<iO^ et dont la secohde ne comprend qoe les va- 
leurs des mömes variables, qui satisfont a Tequation L = 0. La fonction W 
ue re^erine point la Variation ßu;^ la foiiiction au contraire la renferme, 
ainsi que sea differences partielles par rapport ä x, y, z . . . .\ quant ä la 
differentielle ds, eile est la m£me que dans Tarticte precedent, c'iesit-a-dire : 
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ds = y'(ö)'' dz^ .•..-[- öx* dz^ . • . . -f dx^dy^ . . . . -f • • • •); 
ainsi nous aurons 

/bUdxdydz.... = JWDudxdydz . . . . -^-Jods, 

et par snite 

Les iniegrales/JVDuBxdydz.... et f^n'pQp — grs — ^rs r- ne sont 

plus 9usceptibles d'ancune reduction, mai^ Tinlegrale fods peut encore £tre 
reduite. 

Pour operer la redaction de /Ods il faut avant tont remplacer les 
variables x, y, z . . . . liees entr^elles par reqoation Zi = 0, par d'autres 
quantites a, b .. . . independahtes entr^elles. Le nombre de quanlites a, b . .. . 
doit ötre inferieur d'ane anite a celui des variables primitives or, y, e . • . . 

En regardant x, y, z ... . comme fonction de a, b .... transformons 
Telement ds en element proportionel au prodnit Badb....^ on trouvera 

ds = Kdadb .... 
K dtant une fonction finie de a, b ....; transformons aussi les differentielles 

dDu dDu dDu d^Du 8* Du dPu dPu 8^ Du 

TT' 'W Ö2 ' • • • • dx^ ' dxdy ' " • • ®" da ' "dT' 'diT' 



dadb 



, .. . . nous aurons pour cet objet: 

dPu __ dx BDu I dy dPu . dz dPu . 

du da dx "^ da öy * da dz ' 

BDu dx^ dPu I dy dPu . dz dPu . 

Bb ~ db' dx '^ db * dy '^ db^ dz '^ 



• • • 



• • • • 



d^Pu ^ dx* dWu ^ ^dx dy ^ d^Pu . 

Sa* da* dx* ' da da dxdy T *" 

d*Pu _ Ö£_ Ö£ B*Pu , /Bx By^\Bx_ ay\ B*Pu . 
SSöJ" ~ 3« ' S6 ' ax« » Vöa ' Ö6 > Ö6 * öa /BxBy'^' 

Mais comme les iqnations precedentes ne sont pas en nombre 
suif&sant pour en tirer la valeur de toutes les quantites -3 — , -3^ — ^ 
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'ST'* '"* Täc*~* dacäy * * ' * ' ^*'*!"'* ***®* *»* *®* amferentieHeB reste« 
ront indetennini^s, lei «utrM s'exprimeroDt au jaojien de GeUe<-oi et des 

quaontes -j^, "äT"» •••* Tö^' §^7ä*» '•" **" "®" "* coo»idertr 
comme indeterndn^ qaelqoM traes de« diff^eBtieltos ~-, 4~, ~— , . . . 

' • ' ~Fäe^ * Soföy » * * * * «on^*«»*» P«*» P'« «e symetrie daus le calcu!, 
d'introdaire autaot de fonotions Unfaires », a, r« . . . . ^, ^, i^, 

B* Du d'Du 



y - - •*• 



« • • 



di*~* WxlSr^ • • • • ^•^ ^"^ ftiudra pour exprimer toutee ie« quanti« 

., 8Di/ 5Dw eOu S^Du fi^Du dDu 

^ TT' 'W "5^' •••• 'ö^^' ö^^» •••• ^'^ ^^ ^' '^^ ••^* •ßT'» 

-^^, •••• ' ^^^ j Q^jj^f ••i«Ä €t oe sont le» lOBCtioni />, f, r, ♦.,. qu'ou 

laifieva arbitrairMa 

Otf iDtrocIuire les quantit^ p^ f, r, ••••^ revieot 6vjd6mJ(n6ot .u 
feindre parmi les variables a, b, •«•• uoe variable ii/ de plus; alors^ le 
nombre de quairtit^ w^ o, i, •»•• ^tact ^gal & oelui des variables jr, 
y% Si • • • »9 en ooiisid^rant ^9 y^ z^ ••• • oomme foactfons de z^, o^ i, • «^ «1 
OB froove autant d'^quations 

dPu _ Ä£ aPtf . 5/ öOb . fi« ajPu . 

ö Ott _ öa? ÄD» . ay dDu .8z dPu , 



TT 



• * 



• • • * 



« • • « 



ä*Du Bot: dx g*PK , /cix öj , dx an ^'p« ^ 



quiHteD fai;* pour exprimer toutes les differeotieiles -j-—! ''jrir» "yiT» •'*• 



dDii a^tf dDu 

y 

a»öii a*DM a&M aou ao^* a*D» avo« . 

-?f^' 'b^' •••^ ^"^ "3^^ 'a^' "TT' •••* 'ai;;^* aTiTFS^ •••• ""^ 

oomme 1a variable je/ r^lement »'existe pas^ on doit regarder les difle« 
"■«!•"«• U' £• Is 0' 0' l> "»~ """""^ *«" 
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•• • |.i» 1^ • • d Du BDu dDu 

im pourra dispoter pour mmfhmr rvxpresBion de '^— f --g — $ -^r^f 

Tent fester eDthdremmit ind^tef ninifes« 

Ayant expnme Im diaeMatMli« -^^t -g — i ""jj"^ •••• "jpr» 



• • • » 



Ö»D,» BDu dDu dDu B*Du d*Du «ift^.*«.«» 

■ Ä ■ X • • • • • eil "5 — • i • Ä , • • • • • r. ^ • fi» ^ • • • • • II iwii niCi— 

ojccy dw ^ da ^ ab ^ cw* ^ owca^ 

Ire leim Taleure dans rint^grrie f&9s^=^ r&tK8adb....y tpros quoi 
OB pourn^ tn iaisant usage de la Ibnnule (fi«) el en stippocant pour abriS« 
ger d^' = ir(di^....-f-da^,.»»-)*«*-0» reinplacer rintdgrale pdKBaöb 
par la aommc 

de dem \niisn\w f{PDu+Q^^+R^^-{...)8aBb.... fAf^ds', 

dont la premiSre n'est plus «aMwptible d'aueune reduotion » et dont !• se- 
eonde peut Stre r^uite de la n^e muii^ que rittt^frale /© d;. 

Neu» aurona 
Jf- ^prDuBrByB....,+ r ^^^^ }'^^% 

I/on traitera llnt^grale pifBs^ eomme on a ^tmt6 /QBs^ oii la 
d^mmposera en deux autretr^ deat Pime aera eutierement r^aite^ et i'iautre 
eoeore suscepfible de reduetfona; en eoDtimiaiit de la mdme maDiSre^ on 
tfpnsera^ en queique «orte, toutea les r^duotions ^ faire dans les iot^gralea 
qui se pr^eateroiit les unet apr^s lea autrea; alors la Variation ^F anm 
roQu la forme prepae aux applicatiaiia. 

9. 

Comme liot^ale fQ9i dt Particte pr^dent eMt retatire aat 
lenrs de jc, y, s *•». <p«i satisfont A TiSquatioii LesO, on peut r^jarder 
une de ce^ qnantit^ comme fonctioo de toufes les autres, et eelles^ei 
comme independantes eDtr^elles» Coosiderons, par exemj^le, x oomme 
fonctioD da y» a . » • • qoub auroiis d apres i'antfale 7« 
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et eil fai«ant pour ebr^ger 

uous trouTeroBS 

Oo obtiendra P^quattoB rehtiire eux ÜButes de ^^ ^ * . » . eo ^timiiia&i x 
eotre Z» SS et ^ ob 0. 

La fonetioa i" renCerme Im «ff^rencei Dardelle* t^'. ^J^'* 



X * "• 



'" ~Sx** 'S — 3"*' '**• P"*^ relativeniwil h 0j y, ^ .... dan» Thypothesc 

que oes rariablc« loot ind^pendttites eatre dies; inai8 apr4s ia dtflTiireiitta- 
tioa on doit y meftre pour a; ta f«leur , fournie par l'^quati^n i> = Q. 
U est boa d'^timiner autant que pöi«ibte Im di(F<^reDoe8 dont noiM psrloDs; 
pour oet objet) en eoiuiderant x comme fonctioD de y^ z .,. ., oous aurom : 

öÜu /&Du\ , ^dDu\d.x 



.-''' 



t3Dv\ 

*'\7ic'/ /d^Du\.fd*Du\8x 

8*27» /a»Dw\ , ^/d*rJu\Bx . /d*Du\dx' ,fdDi,\d*x 

d*Du fd*Du\ . /d'Da\dx . /B' Ou\6m . /d* Dv\d:e d« . /*üiA ')» tt 



"51 
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8&2 ^' Oitrcgrudt^}', m/moirt nur fescaiculüts varintiotn d«$ integrales nwltipl*a. 

nous •Tons «ntour^ de parenth^ies les diff^reao(M partialtM de la quan- 
(it^ Du, prisM en ocunid^nnit jr, y, z . . . . oomnM md^peadante entr'elle». 

On tire des ^quations pröc^eates: 

VTr/ "^ 5/ "* Vir« / &y >■ 



\dxS^ dl VTx» hz ' 

# • • w fc 

-/aDwx 
/a»Diiv a*D« o^iiL: dar . /5*D«\a*» /ao/Aa** 

VöT^/ "" ö>^ a>' 'a^ as •a>'"'"vT*»/57*5r 



Vax f öx dy * 



14 



aar Bx a*«f a*j: a*« 



Ott Ken, eo mettant pour ^, ^ , * • . > ^pr, 57^» ^^ , . . . . lewr» Ta- 
leun, tirees de l'^quation LwtOy 

SL aPw . dL/ dDu \ 

(-57) = ^^ir^ ' 

ar. ap« , aL/apitv 
Var/ SIT > 



X 
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ÖL \Ta! f . dL(d*Du 
\dxdrl 



l>y "^ dyyJ^' 

JT ' 



d*nu\ cTx* dz *** I* \"^* / 

3T 



ÖL Fol» d*Dtt,^dL SL ^\dx),dL*f8'D,4\\ 



dx' 



Kb/SbL* e'Du.SL dL _<dx),dL ÖL ^VäT/ , ÖL aL/afD«\l 

hTldx*'^^i'*'8x <Ji' dy "^dx-dy' d~'^dydz\di'U 
/f^'DiA V "'"Väa^'ara« dx'dz'dxdy 1^'dy' dxdz ' dy''dz'dxO\'ex ) 

I .__ I — ^r - - ^ - - - - . ^ I I I ■■ II ■■ , ■■.-■■. y 




Jx* 

d'Du.BL dL ^\dx) , dL*(d*Du\\ 
"^ Si'dz' dz "^d^Kdx*)} 



dL dL d'L . d*L d'L\/dDu\ 

/d*Du\ \ • ydx'dy* '^ dx' dz'dxdz'^dz* 'dxOKdx ) 

1 - , 1 — g^ II III I. I i»wii» ■■II« •■ i* ¥ iai«ii ■Uli I. III ■II.. .!■■■■ I I i^ w ■ » I. ■ H ill ■ 11 

\dz* / ÖL* 



ds^ 



En stibstituant iwt raleurs dam 

feBs zsf^Bydz,,,. 

et en emptoyant I« formale (C) de ferticle 7.y oo remplttoera Iiot^ale 
l'^dydz .... par la somme 



354 22. Ottrogradt ky^ memoire iur it üaUid dtS variaUons des int/graies muttiplfs^ 

des deux mtegtaJiM/[PDu+Q(^^) + R{^^ et 

j<t> Bz ..*• do&t la prenuera est toute r^uile^ et dont la seoonde peot 
etre encore susoeptible de r^uotiom» Cette derni^re est relative aus ra« 
riables «•••• Ses &iutes d^e&dent de r^fquation qo'OQ obtieiidra ea ^li- 

miaant jr et y enfare £> as 0^ ^ssaOf ^ ss 0; enfio eile est toute sem« 

Mable ii Tint^grale yi" dydz»*^^ et on la traitera de la m^me maniere« 

Nous n'avoos fait qu'mdiquer les Iransformations qu'on doit faire 
subir ik la partie fDIJjöxSydz..*. de la Variation SFj paroeqae ces 
transformations^ se ri^düisant k Tint^gration par parties^ appartiennent plu« 
tot au Calcül Integral) qu'a la mötbode des variations» A la v^t^^ an 
des priQcipes fondamentaux de cette derniere luetbode consiste & faire 
disparaitre, autant que possible^ les differentieUes des Tariations qui se 
trou vent sous un signe integral ; mais le caicul des Variations ne fait quin- 
diquer cette Operation et en laisse Tex^ution au Caicul Integral« 
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23. 

Über die Summation periodischer JReihen. und die 
ReductioD des Integrals y^<J) (sin ax,cos^Ä?)^oc. 

(Ton Herrn Profr Raabe in Züricb«) 



1« 

JKs existireii Reihen, die, nach den Potenzen einer Yariaheln x geordnet, 
für alle innerhalb zweier Zahleit a und t fallende Wertbe von x conrer^ 
giren, für den einen oder andern dieser Grenzwerthe hingegen, unbeBiimmt 
werden« Bilden nun die im Bereiche dieser Unbestimmtheit fallenden 
Wertbe der Reihe ^ne Periode, so ist für diesen Grenzwerth der Yaria- 
beb, mit Besebränkungen , die wir in der Folge angeben werden, das 
arithmetis.obe Mittel sämmtlieher unbestimmten Wertbe, die 
die Periode darbietet, der wahre Werth der Keiha« Eine Reihe 
dteier Art ist folgende: 

1— ap + x*— jp'-j-Ä^ — x^ + eto«, 

wdche für alle Wertbe von jt, die achte Bräche sind^ conrergirt und für 
9 SS 1 abwechselnd die Wertbe I mid darbietet« Leibnitz, der aaf 
diesen Fall einen Grundsatz der Wahrsdmnlichkailff*Recbnung anwandte, 
folgerte: da man mit gleichem Rechte 1 und als Werthe dieser Rdhe 

lir xxst annehmen kann,^ so ist das arithmetische Mittel ■ ^ ag^ der 

wahre Wertfa dterselßen« In der That giebt auch der erzeugende Bruch 

dieser Reihe, nemlidb - v v - , tut x=it den Wertfa i, welche Resnltatmtt 

dem des arithmetischen Mittels Sbereinttimmt« Diese ÜbereinstimmuBg 
veranlafste Daniel Bernoulli, nach demselben Principe mehrere ana- 
loge Realen anzugeben« 

In den folgenden Blättern werden wir werst den Grund dieser 
Übereinstimmung nachweisen und hierauf, als Anwendung, das Integral 

9 (sin oTT^ cos bx)dx^ w«?Iclies ebenialls den Charakter 6w Unbestimmt- 

kQit an sich tragt, durch ein wollig bestimmtes Integral darzustellen suchen. 



§. I. 

Summatiaa pariodiaclier Beibeo durch ias antiixB6Ü*clia Mittel. 

2. 

Es sei 

v/o Oif 02^ a^f ^M •• äp bestimmte^ nedle Werthe habexu 

Diese Reihe ^ welohe aus eiaer unendlich oftmaligen Wiederholung 
<^iner /ygliedrigen Periode zusammengesetzt ttt, wollen wv für jene Werthe 
von ar, für die sie conrer girt^ sunimirtti« Bezeichnet man zu diesem Zwecke 
diHTch P die Summe der p ersten Glieder derselben^ so ist auch 

2. 7 sx Q (t+xP + x^P -^-x^f" '^ , , ..)» 
Allein es ist^ von r =?: bis « ss 1 incU*siye^ 

daher wird, vermöge der zweiten dieser Gleicbungen^ die OrSfiie y Hk aHe 
Werthe von x^ die kleiner als die Einheit sind, endiicftie Werthe annehmen« 
Diese Werthe werden gröls» und grdlser, fe mehr der Werth von x der 
Einheit näher kommt« Wird endlich x=:iy so wird y unendiioh grofs# 

Es lüTst sich jedoch diesem UnendUch »gr^yf« -* werden Tony, fnr arssf^ 
durch eine schickliche Annahme der Coefficiente» ^i 9 ^2^ ^ft •• • • ^or« 
beugen« In det That zeigen die Gleichungen (2.) und (3«)^ dafii dieses 
Unendiioh «grolsi» werden von y für jr=l von dem in 1-— ;r'' enthalte« 
uen Faetor 1 — x herrührt« Wählt man daher die Coei&cienten a 9 a^f 
a^y ... . ßj, dergestalt^ dals auüh P dteaen Factor entibalte, so i^^ wegen 

— ^ 
y ^ 1— j»^^ 

nach Weglassung des gemainsehaftlichei) Factors 1 — x im JSIihler und 

Nenner dieses Bruches^ fiir ^ ss 1 die Grübe y nicht mehr unendlich grob« 

Der sich f är jr =s 1 ergebende Werth stellt dann die Grenze vor, der sich 

y ohne finde nähert^ wenn m unendticfa ndie der Einheit kommt. Setzt 

man also 

und 

SO ist P durch l~4r tbeilbar^ und es besteht, ISr alle Werthe von dPsaO 
bis xsssl, die Gleichung 
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Komait nun x der Eiolittt mieiidlioh nahe^ so n&hert tkh diese Reihe 
dem Werthe des Bnidiest weao io demselbeii xrssi aogenomtiien wird« 
AUdo da for diesen Werth von x beim Statthaben der Gleiobung (4.) 
dieser Bmoh unter der Form § erscheint, so hat man, naoh einem be* 
kannten Satae ans der Differenadalrechuung, 

wo yx den Grenzwertfa der Reihe vorstellt, lUls x ohne Ende der Eiohdt 
nahe kommt und (t-J» den Diffecenzial-CoefBoienten von P nach x be- 
deutet, wenn nach der Differennation x :^1 angenommen wird* 

Es ist daher nadi voll2X>gener Differenziation und Substitution: 

oder auch 

~(«fp-i + 2ffp-i+3ap^5+.... + (/> — 3)ä5 + (/>— 2)Oa)]j 

daher, nut Zuziehung der Bediogungsgleiohung (4.), 

Kuo setze man in der Reihe der Gleichung (1.) jr =s 1, so ergeben sich mit 
Toraussetzung der Gleichung (4i) folgende Werthe, die eine Periode bilden i 

#••• Öl + *»2 + <'3 + ^4+ ••• • +«p-l> 0, 

deren arkbmetiscfaes Mittel dem oben gefund^ien Werthe von y gleich« 

kommt. 

Es ist somit erwiesen, dais fBr eine Reihe, die wir so eben unter- 
sucht haben, das arithmetische Mittel der periodischen Wwthe derselben 
die Grenze ist, welcher sich ihr Werth ohne Ende n&hert, wenn die Varia- 
ble X um ein unendlich Weniges von dem Werthe absteht, for welchen 
die Reihe die Periode von Werthen darbietet^ 



3. 
Auch folgendes Verfahren, die Regel des ariihmetbchen Mittels 
nachzuweisen, ist der Beachtung werth. 

Grelle*« Joomal d. M. Bfl. XY. Hft.4w 47 
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Setzt mao der Konse wegen lolgende Gleiehungen; 



« • 



wo it was immer far eine ganze Zahl yen 1 bis /? yontellen kann: so ist 
fede der folgenden Gleichungen mit der Gleiobong (1.) gJekii bedeotendt 

Wird nun die Gleichung (4«) yorausgesetzt^ so erscheint der Factor 1 — x 
in jeder der durch P^ Pa» P^f •••• vorgestellten Functionen von x^ und die 
sSmmtlichen eben aufgestellten Gleichungen geben denselben Werth für jr^ 
wenn x einen innerhalb und 1 liegenden Werth annimmt« Wird ^r ast 1 
vorausgesetzt 9 so erscheinen sSmmtlicbe Bräche dieser Gleichungen unter 
der Form §9 da sowohl die Zahler als die Nenner derselben den Factor 
t -— 4r enthalten. Addirt man hingegen diese Gleichungen, Welches giebt • 

Py = ' ^ i_^ ^ ^ F + (jf-l)a, + (/>— 2)a^x 

so erscheint im ZShler dieses Bruches der Factor 1 — x wen^tens in 
der rweiten Dimension; und da der Nenner diesen Factor nur in der er* 
sten Dimension eDthSIt, so erSbriget im ZSShIer, nach vollzogener Verein« 
fachung desBrucheSi wenigstens die erste Potenz von 1 — x. Es ist somit 
die Nnll der 6«enzwerth dieses Bruches , wenn x ohne Ende der Einheit 
nahe kommt. Behfilt daher y^ die obige Bedeiituc^, so ist: 



28 Haabepüb.Summai, ptriod. Heihrn u.ReJttci* i.Iniegrahy^ff (sinox, fo^d?) ifa:. 359 

/>yi = (/>— l)öi + (^ — 2)ff, + (/^— .3)flr3 + .... + 2ap^, + ii^.i; 
wdohe Glaiohtti^ ebenfalls die Regel des aritbmetischea Mittels darstellt. 

Dafii der Zahler des so eben betrachteten Bruches den Factor 1 — x 
wenigstens in der zweiten Dimension enthält , beweisen wir dadurch, in- 
dem wft* zeigen» dab das Differenasial dieses Zählers nach » diesen Factor 
weiügptens noch in der ersten Dimension enthalt. 

In der That: beseicbnet man diesen Zähler durch Zy so ist 

Soll nun der. Ausdruck rechts rom GiMchhekszeiobcn den Factor 1 — x 
enthalten j so mub er für xssi yersohwinden. Nun ist 

P. ssO, Pa=0, Pj=sO» .... Pp = ü, 
wenn xs»t angenommen wird. Es erSbrieet daher nooh naobzuveisen, 
dafs f Sr denselben Wwth von x die Summe 






djfenfiilb 



stellten llirerthen hat man für jp ss 1 : 

1^ = «, + 204 + 3115 + . ... + (;'-3)«^,4-(/»-2K +(/»--l)«ii 
4^ a= U4+2as + 3a6+ + 0»— 3)a, +(/»-2)«. +0»-lK, 



</x 



Äf SS «^+2«.+3«, + ....+(^— 3)«^ + (/»— 2)a^, + (/»~l)ffp^„ 

4fP, 



E s= at + 2a,+ 3a, + .... + (/»— 3)ffp_, + (/»—2)Cp-, + (/>—10o^, 



dx 

m 

daher: 

also^ vermSg« der Gleichung (4».): 

dT + T^+dl^ +••••+ d^"~"' 
w. z. b. w. 
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§. IL 

BadaclioD des Inttgraky/ 9»(6majr, cos(dr)ifdr auf ein Hnäeten, in welchom die 

oberste Grenze endlich iet. 

4. 

Bevor wir die LSsmig des dfgenieiiim Ff^lltt feebeo, wdten wir 
aeiir leiditeni Übersieht des Yerfahrens einen ^edenen Fall voraosohiokeiu 
Stellt man dwdi w eine unendlioh klein werdende, doreh p enie 
nnendKofa grob werdende ganze Zahl vor, setst dann pw9si2ir, wo n: 
das TerhSItnifii des Umfanges eines Krdses xn seinem Dnrcbmesser be- 
deutet, so o(HiYergirt die ohne Ende fortlaufende Reibe 

wrinw-^ 9W 8in2tt^4'^^ mk'hxv'\^..m^^ af^w^pt» 
+ «''tt^sin««>+Ä'^*M^8in2w+«'^*^wu3w;+«..* + «*'^*wsin/iia 

^^wvaw^ •«••••••• •••^ 

+ , 

d?e wir der Kurse dureb y verstellen wollen, fSr alle Wertbe von x^ welebe 

iileuier ab die Einheit sind. NSbert sieb x ohne Ende der Einbeit, so 
nibert sieb in demselben Ifaafiie der Wertb dieser Reibe dem des be* 
stimmteil Integrals / sinjp dxm Allein für denselben Wertb von » nfi« 

hart sich y dem Wertbe von ^i ^^^ ^^ Gleicbung (S«), wenn Bum nur 
dfe GMdiung (4.) voraussetzen darf» 
Es ist somit, wegen 
agvswamw, a2^=^W9in2w^ a^^s^wüüSWf •#•• a^as wsiu/ru^, 

xdx SS 

^[(pA)unmw+(p^2)w9m2wi'(j^3)wün^i^ 

P 

wenn man naob Gleiohuog (4.) 

[tmw-\'9m2w'\'%in3w+üüiw'^....'^tSnpwJw aa 
bat« Nun nt der Ausdruck links vom Gleicbbeitsaseicben dieser Gleiobnng 
gleichbedeutend mit dem bestimoiten Integrale /^ ''sindr cf or, dessen Wertb 
gleich Null ist: daher besteht auch die unmittelbar vorangebende GleMiung, 
welche übrigens noch auf folgende Form gebracht werden kann i 

wukxdx SS 

[sin z^ 4- sin 3 1£^ -{- sin 3 ui-f- • • • * + ^A/^ i'^] ^-^ '^^/^'^ 
'!^{wünW'\-2wm2W'\-3wün3w^....^pw^pw'\^wtiapw. 



f. 



i 



Whti von dieser GleMiiuig fie mnuigeheDde abgezogen, so hat man 

1 W 

Hm bt pw9s2Tf abo — &3^, daher 

/CO 4 

Wird endlich der Ausdmok links vom Gleiohbeitszeiohea in dn bestinmi* 
tes Integral umgesetst^ so ist 

j %\n^dx s=x "•«r"y jrsinjrrfx s» 1^ 

Ganz auf dieselbe Weise wird man auf folgende Gleiohong giefohrC: 

Stellen a nnd 6 beliebige ganse oder gebrochene Zahlen vor; behSft 
man fiir w und p die Bedeutungen der vorhergehenden No» bd^ nnd istf 
wenn m was immer für eine ganze Zahl bedeutet^ ^(sinmaccf^eosmii^^) 
irgend eine Function von sinmaur und oosm^o;, deren Produot mit m 
unendlich klein bleibt: dann oonyergirt die ohne Ende fortla*^^ende perkn 
discha Reihe s 

i97(MoaMr,eosfrio)-f xw 9{mü2aWteoa3bw)+x^w^(m3inOito93bw)i'^m..+s^^w(p(^^^ 
-f «^ to 7(8tBaicr,co96«;)-|-»H-i|0 9(tiB2aio,eo82ftur)|-jr*ir ^tto3ai9»M»36io)4-««« •+x^^w(p[m^wjD08pbw) 
+s^w9{mam,t98bw)'\' •••*••••'••••••••. ••• ••«• . .« 

+ , . . . . 

für alle Werthe von x ^ die Sehte Bruche sind« Setzen wir noch 

paw=i ka.27r und pbiwz=L kb.27rf 
wo k TSUig willkürlich und an die einzige Bedingung gebunden ist, die 
Froduete ka und kb in ganze posStire 2Eahlen zu verwandeln: so stellt die 
ob^e Reihe^ wenn x unendUch nahe der Einheit kommt, den Werth des 
Integrals /* <(>(fAaax^cMbx)dx dar« Allein fSr denselben Werth yon x 
geht diese Reihe nach Gleichung (5.) Sber in 
- K/>-l) ^(sinoM^, C08&W) + (/^2) ^(ain2flpu;, coa2ia^) +. . . .+^(sin(/i-l)aia,eos(/»-l)6tt')]i 

wenn nach Gleichung (4.) folgende Glei^Aung besteht : 
09:^w\P{%\naw^tMbw)'\-(P{An2aw^iM^2bw)'^....^P 
Es ist daher, im Falle des Statthabens dieser letzten Gleichung, mit Be- 
rücksichtigung des Werthes von — : 
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1 

Setzt man diese Reihe in bestimmte lutegrale um, so ist heim Stattfioden 
der GleiohuDg 

auoli fo^eitde Gl^cfauog riditig: 

Lälst man in den Integralen^ Sie sich yon bis ;r££^ ersfreokten« x in k^ 
übergehen 9 so hat man^ wegen £^ss2Tj 

6. /^ (p{fAnajjc,co%bx)dx = ^^J ^{jAnakxyeo%bkw)xdx^ 
wenn die Bedingungsgleiohung 

7. /' ''?)(8inajtx,oosÄi:a?)rf4r = 
realisirt wirdi. 

Diese a^wei Gleiohiingen, die bereits die beabsiohtigte Reduction dar- 
stellen, sind noch einer Umformung fShig^ die wir sogleich beifSgen wollen« 
£s ist nemlich 

/ (P(fxaakxjiDMbkai)xdx 

s=s / (pi%makXf eos * kx)x dx + / ^(sin atxy cos b kx)xdx. 

Setzt man in dem Integrale, das von tt bis 2t sich erstreckt , 2t — x 
statt X, so hat man, da a^ und bk ganze Zahlen sind, 

/^ ''^(sinoitA^eosÄlr^);rD{x 

=s 'iir f^Pi — ünakxyWsbkx)d;x--J'J(Pi:^%\nakx^wiibhx)xdx. 
£s ist somit 

f^ (piünakXi eo^b k x)x d X = 27rf^(P(r^Bmakx,i9Mbkx)dx 

+ f''[<()(miakxfGwbkx)^-^\^'^sinakxyCMAkx)]xdx. 
Verfahrt man auf gleiche Weise mit der Bedlngungsgleiehong (7.)^ so ist 
6'. /* ^(sin^x, cosÄar)€fx = k ßP{fäuakx^^mbkx)dx 

— 5- / [^(sino*x, cosÄ^a?) — (P( — %\nakxjQOiibkx)'\xdx^ 
wenn man 



7V /^iP(B\uaix,con6kx)'^(P('--^\natXfC09bkj:)]dx = 
voraussetzen darf* Diese Darstellungsweise des Integrals 

/ (P (sin ö jr, cos Ä ar) 

gew&hrf den Tortheil , die Ititegrale f (f)(coBbx)iixy j (f)(^%\nax)dx 
unter sehr einfachen Formen darzustellen« 

In der That geben diese zwei Gleichungen: 

/OD 
(p{w%l>x)dx = 0, 

wenn man 

ö- f'^P(cosbkx)dx = 

• / o 

▼oraussetzen darf, wo k willkürlich und bk eine ganze Zahl sein muis« 

Um einen ganz besondern Fall vor Augen zu haben , sei das be- 

stinnnte Intqgnl / log (1 + a^ + ^ ^ cosx; dx vorgelegt. Po i4i8 o n £ndet, 

wenn a<[l ist, 

f^iog{i+a?+2aeMx)dx = 0; 

daher ist auch fdr denselben Werthzustand von a: 

/CO 
log(l+a* + 2acosjr)rfjp = 0. 

Ferner ^eben die Gleichungen (6^ ) und (8^ ) 

f 0(9inax)dx 

^k(f){fmakx)dx--^f''[(P{fmQkx^ 

wenn man 

n\(p{%makx)'^(^{—f\näkx)\dx = 

hat. In diesen zwei Gleichungen zerßiUe man die von bis ^ zu neh- 
menden Integrale in andere ^ die von bis y ^"^^ ^^^ ^ ^ '^ gehen« 
In diesen letzteren setze man tc — x statt x^ so ist: 



n 



n 

-/*'[(P(«!no*x)-(p(--rinotjr)+(p((-l)*"»b«*a:)— ^-(-l)*'»««*«)!«««*, 



O 

k 

wenn die Bedingungsgleichung 



7m 

10. /'[^(8maitx)+^(— 8mo*dp)]rfjr 
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Statt bat. Da ferner i ganz wiUknrUeh kt^ so kann man ak ganas und 
an gerade anndimeo^ wodurch^ nJt Zuziehung der eben aofgestdtten Be« 
dingongsgleichung 9 die Gleichvng "* 

gefimden wird« 

Ab Anwendung dieser zwei Gleldiangen hat man 

IC 

^^nog(l+a?+2a«in^) + loß(l+a*— 2a8in4p)]rfj? =: 0, 

wenn a kleiner ah 1 rorausgesetst wird; daher ist for denselben Werth 

von a: n 

I^Broer fiodet mani wenn a^l voraosgesetst wird^ 

yf^i /« • • » o - \j 2^ , 1 2 / 2a \» , 1 2.4/ 2a \« , 

daher 

/;"log(14-a*+2asinar)if or = ^^ + *.. | (1—,)' + f I3 (4^)* +.- 

Beim Ableiten der vorhergehenden Gleiehong wird man auoh auf folgende 
6Ia*chung gelahrt: 

I M j. ^^ 1 1 / 2« Y^ * "/ 2a V , 1 1.3.5/ 2« ^ , 

iog(i+a)=5^-2 vi+j?; +¥-2:1x1+5^/ + 6-5X6 vi+s?; +•'••» 

die ebenfalls fnr alle Werthe von a, welche kleiner als die Einheit sind| 
besteht. Vertauscht man demnach a mit — .so ist för alle Werthe von o, 

die ^1 sind: 

1 /4^ n 1 t 1/ 2a V , 1 1.3/ 2« \* * *-3*^ 2» \« 

iog(i+a')-iog<i=^. 2(r-p; +T-miq^^ +6-2:46\T+i?y +•-' 

wrtche Gleicbuos« wie die vorhersehende « noch ISr as 1 Statt hat# 



■■n 
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Grföfstes Quadrat im Dreiecke. 

(Yom Harn B^chnaogtrath Brune mu Berlin.) 



Liehrsatz* UDtw den drei Quadraten, welohe in ein gegebenes spitz- 
\vinkBgeft Dreieck dergestalt besobrieben werden können , dalk ihre Win- 
kelpuncte in die Seiten des Dreieoks fallen, ist dasjenige das grofste, wel* 
cbes zwei Winkelpunote in der UeinsteB Seite des Dreieoks hat. 

Beweis. Es sei (Fig. 1.) in dem Dreiecke ^£C die Seite BC grS« 
fser^ als die Seite jfC. Nadi aulsen bin sei auf |ener das Quadrat BCED^ 
auf dieser das Quadrat JC'KH besdirieben, und aus den fiufsersten Win« 
kein dieser beiden Quadrate seien nach den ihn^ gegenüber stehenden 
Winkeln des Dreiecks die Geraden Dj4^ E^^ KB^ HB gesogen; so geben 
bekanntlich die Durchschnitte dieser Linien mit den Dreiecks -Seiten BC 
und jtC die auf letztere iiUlenden zwei Winkelpunote der in das Dreieck 
zu beschreibenden Quadrate FGg-f und LMml an« Endlich habe man 
noch aus den Dreiecks- Winkeln J und B auf die gegenüber stehenden 
Seiten die b» zu den äuJsersten Quadrat - Seiten yerlüngerten Perpendikel 
Also und BPQ gezogen. 

Da nun, in den beiden Dreiecken BCK tmd ACE^ 
BC = CE; CK =s CAi ^ BCK « 2L ^CE, 
so ist auch| wegen der Congruenz diesw Dreiecke, 

BK = AE. 

Da ferner in den beiden Dr^ecken ACJV und BCP 
j^ACN » /^BCP, JiANC « Ä = Zfi/V, 
so ist audi, wegen der Ähnliohkeit dieser Dreiecke, 

ACxBC s ClSiCr = EOxKQ. 
Bei der Toranssetzung, dals BCy^AC, mufii also auch KQ'^EO sein. 

In den beiden rechtwinkligen Dreiecken AOE und BQK ist mithin, 
wie so eben bewiesen worden, 

AE = BK; EO<KQ; 
folglich ist AO>BQ, indem {OEr+(OAy^iQK)^ + (QBy ist. 

Nun ist ferner 

CreiU'ft Jeurnfti d. M. Bd. XV. Uft. 4. 48 



306 24. Brune, gro/if^ Quadrat im Dreieclie. 

daher 

LM.BQ = AC.BP. 
Da aber BCJN— JC .BP (gleich der doppelten Fläche des Dreieck), so 

ist auch 

FG.JO = LM.BQ i 

und da oben bewiesen worden, dafs jtO^BQ^ so folgt 

FG<:LM; 
dt b. die Soite des auf der gröfsem Dreiecks -Seite BC stehenden Qua- 
drats FfgG ist kleiner, als die Seite des auf der kleinern Dreiecks »Seite 
AC stehenden Quadrats LlmMy w* z. b« w. 

Zusatz. Im rechtwiokligen Dreiecke ist also auch unter den bei- 
den Quadraten 9 wovon das eine auf der Hypotenuse, das andre auf lYei- 
den Katheten steht, das letztere am grollten. In ein stumpfwinkliges 
Dreieck aber kann bekanntlich nur ein Quadrat, und zwar auf der gröfs- 
ten, dem stumpfen Winkel gegenüberstehenden Seite beschrieben werden* 

Anmerkung. Das gröfste Quadrat im spitzwinkligen, oder im 
rechtwinkligen Dreiecke ist gleichwohl nicht unhodingt, sondern nur dann 
auch das grölnte in demselben mügliche Reohtek, wenn die* Grund- 
linie und die Höhe des Dreiecks, jene in der Seite des Quadrats angenom- 
men, sich gleich sind. Denn es sei (Fig. 2.) LMtnl das auf derkieiusten 
Dreiecks -Seite Cj4 stehenrle Quadrat, und Vff^uJV ein auf dorHelhf^u be- 
schriebenes, durch die Halhirungspuncte der andern Seiten CB und BA 
bestimmtes Rechteck: so ist 

Cuivr = ClilL, 

Bvivw = Blilm: 

— - — — 

also Cv.BvxvV.vw = C LßlilLJm. 

Da nun, der Voraussetzung gemäls, v und w die Halbirungspuucte der 

Seiten CB und BA sind, so ist (Euklid's RIem. II. 5.) 

Cf^.Bv:>Cl.Bh 
mithin auch vF.vw^lL.lm = '^(LMy. 

Das griifste Rechteck auf der Seite AC wird also durch die Halbiruugs« 
puncte der beiden andern Seiten bestimmt. Dasselbe kann aber nur dann 
zugleich ein Quadrat sein, wenn die Grundlinie CA und die Höhe HP 
des Dreiecks sich gleich sind; wie leicht einzusehen ist. Übrigens ist ea 
gleichgültig, welche Dreiecks -Seite zur Beschreibung des gröfsten Recht- 
ecks gewählt wird, da jedes derselben so grob ist^ als die halbe Fläche 
des Dreiecks. 
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25. 

Beweis des Lehrsatzes 12. im 9. Bande dieses Jounals^ 
S» 102| und Bemerkungen zum 10. Aufsatze im 

IL Bande. 

(YoD Herrn Jordann^ Stad. math« zn Munster.) 



JLiehrsatz. Wenn zwei Haiiptbogeo ABC und abc (Fig. 3.) von drei 
anderen Hauptbogeu^ die von einem Puncte P ausgehen, nemlich PA^ 
PB und PCy in den Puncten A, B, C und a, b, c gesohnittcn werden, 
AU i^t immer: 

ST .»in AC r= ---^r- . sin/jC 4- -r— j^- , sin AB und 

777. Sin ^C= : 5- Hin/>c 4- ; 5- ^mxAB. 

Beweis. Die beiden Hauptbogen ABC und abc mögen sich im 
Puncte Q schneiden« Nun finden hier, nach einem in dem Grundrifs der 
analytischen Sphärik von Gudermann elementar bewiesenen Satze, fol*- 
£ende beiden Proportionen Statt: 

nluAo ftinCc ^'loAQ , ^inßb siüCc ^^^ sin 6(> 

Bui Pa ' sin Pc 9\ti CQ sin F6' sin Pc 8ioC()* 

In Bezuj; auf den Hauptbogen ABCQ gilt aber auch folgende sehr be- 
kannte Relation: 

sin-^C. 8inß<^> = sin^/^^ sinBC -j-sin-^ß^sinCQ; 

oder, wenn man durch »mCQ dividirt: 

%inAC. — ^ Ä -:-— ^ 8in SC -f «m ^jB, 

sio C(/ sin CQ 

Hienn setze man for ^'"^^ und '"l" a}. die Werthe 4uis den bfsid^n ei«tf»n 

SIO Cv ^'^ t/V 

Proportionen an die Stelle, und man bat: 

P \tri 810 B'' sillCc . nr$ ^^n A a Sin Cc , • ^n 

Hin AL . -T~5T : . ., ■ = »in nC . -.— ^- . -r— «- -t- sin /stf. 

sin Po 8ioPc 8in P<i sinPc ' 

Nun braucht man nur noch mit . p zu muitipliciren , und man hat so- 

•in x^ c 

48* 
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gleich die erste herzuleitende Relation: 

-T-sx'Wn^C CSS __~.jtf(7-J^ __-.8iii^jB, 
8ibP6 %\MFa * 811 Pc 

Um auch die zweite Relation herzuleiten , setze man hierin (PB — Pb) 
für Bb^ (PA—Pa) tfk Aa und (PC-^Pc) Für Cc an die Stelle, und 
man hat, wenn man zugleich die Zähler entwickelt: 

810 FB.ennPb — cos PB . sin Pb 



610 P 6 



• sin AC 



mnPA.cosPa — €08P^.8ioP« • n/^ I bioPComPc — rooPCsioPc • .n 

= — T—s .suiiBC-j r-5 .Bin AB, 

810 Pa ' 8ibPc ' 

oder 

= (^-«"M«!»»<'+(s^.-«>"*)-*"'B- 

Et ist aber bekanntlich: 

eonPB.najiC =z eoBPA.»mBC-^«MPC,tmJ[B, 

Wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt, so erhfilt man sogleich 
auch die zweite Relation: 

, HT* 9m AG ssz - — ~- 4SUi^C 4- ; jr- •VknAB» 

Lehrsatz« Wenn drei ron einem Puncto P ausgehende Bogen 
von Hauptkreisen von einem vierten in A, B, C geschnitten und in ihnen 
drei andere Puncto a, bj c angenommen werden, so liegen diese ebenfalls 
in einem Hauptkreise , wenn ist: 

-;— «T . 9in AC SS . p . sm-BC + -r-5- . sm AB, oder 

810 P6 810 Pa ' 810 Pc ' 

mnPB . j^ 810 P^ . T>r» I 81" Pc . ^n 
. Sin AC = ; ^- . sm BC + ; =- . sin An. 



täogPb taag Pa ' laiigPc 

Beweis» Angenommen 9 die Puncto a, b, c liegen unter dieser 
Voraussetzung nicht in einem Uauptkreise. Man verbinde a und o durch 
einen Hauptbogen^ der den Bogen PB im Puncto b^ schneiden mag: dann 
ist, vermöge des vorhergehenden Lehrsatzes: 

.sin^C ::= ■ . p .smBC I - ; " .ntnAB und 



•ioP6' sinpa * ' sin Pc 

rangP6' taogPa * taog Pc 
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Naoh der Annahme ist aber: 

tangP^ tMg Pa ' UagPc 

Hiernaoh wfire alsos 

Oab die zweite Gleichung etwas Ungereimtes enihfilt, sieht man sogleidi, 
indem tangP&sstangPA^ sein mSlste, oder PbsssPb^ welches nioht sein 
kann« Nicht so augenfällig ist es bei der ersten Gleichung« Man setse 
aber 9 da der Punct b' entweder oberhalb oder unterhalb von b liegt^ 
Bb±bb' rdr By und Pb+bb' flir Pb'. Dann hat man: 

sin Bb-eoshb' + coBBb.eiahb* mnBb 

riüfb.voBbb'±eosPb.Biubb' ~ siapfr'* 

oder auch: 

ümBb.coBbV+tmBb mnby _^ siaPft«C08yycogP5>rio&y 
rimBb "* 8mP6 ' 

d, i. ±cotBb SS + eot Pb; welches nur dann Statt finden kann, wenn die 
Hauptbogen Bb und Pb sich so einem Halbkreise ergbuBsn^ d.h. wenn B 
der Gegenpunot von P ist. Ist dieses aber der Fall ^ so kamt der Haupt« 
bogen ABC nicht Ton den drei von P ausgehenden Hauptbogen P^^f PB^ 
PC in drei Puncten A^ B^ C geschnitten werden ; welches gleichwohl eine 
nothwendige Bedingung in dem aufgestellten Lehrsatze ist. Daher müssen^ 
sobald die eine oder die andere von den oben bewiesenen Relationen Statt 
findet^ die Puncto a, b, c in einem Haupt bogen liegen. 



Die beiden hergeleiteten Relationen 

- . p, .sm^C s= . p BiuBC-f- . p ■ , sin^g und 

%tüPb tiflPa ' maFe 

»10 PB . ^^ üuFA m nr> I sioPC . .•* 



tangP6* toogPa ' CAogPc 

drucken eigentlich eins und dasselbe aus, welches nicht nur dadurch ein« 
leuchtet, dafs man die eine aus der andern herleiten kann, sondern auch 
dadurch, dab in zwei besonderen Fällen beide Relationen in eine und 
dieselbe Bbergehen« Nimmt man nämlich an, dab der Punct P der spbü- 
rische Mitterpunot des Hauptbogens ^4BC sei, so verwandeln sich beide 
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Relationen iu folgende ; 

tang Sb. %in AC v^ tang ^ a . ain BC + tang Ct.%\n AU. 

Giebt mau dem Puncto P aber eine solche Lage^ dafs er der sphärische 
Mittelpunct des Hauptkreises ühe isti ao gehe» beide Relationen in die 
folgende über; 

^\Vk B h ,%\xx AC ^:^ %\nAa.%\ttLBC-\-%\nCc.AB, 

Dieser besondere Fall ist für die anal/tische Sphiirik von Wichtigkeit, in- 
dem diese Relation nichts anderes ist, als die Gleichung einer sphärisch 
geraden Linie, die durch zwei gegebene Puncto geht. 

Herr Gerwieu, Pr» i* Lieutenant im Kön^U Preufs, 22;» lof*'- Reg», 
liefert in ^ner Abhandlung im IL Bande dieses Journals, Seite 130, den 
Beweis eines anderen, von meinem Lehrer, dem Herrn Prof« Or. Guder* 
mann, autgegebeuen Lehrsatzes, und zwar des reciproken von dem 
Satze, den ich oben bewiesen habe, giebt abeir den Beweis dieses 
Lehrsatzes nicht, sondern stellt statt dessen den letztgenannten beson- 
deren Fall als Lehrsatz auf« Aufserdem giebt der H«^rr Verfasser in die- 
sem Aufsätze noch ein Paar andere Lehrsätze, von denen hier beim Be- 
weise des obigen Ldbrsatzes Gebrauch gemacht worden ist» Dieseliien 
sind aber nicht neu, sondern bekannt. Der vierte Lehrsate ist aiobts an* 
deres, als die goniometriscbiB Formel; 

sin (a + |S).sin (ß + 7) == sina.sm7-f sinß.Bin (a-)-|3-f-7)- 

Den Beweis dieser Formel, so wie auch des siebenten, von Herrn 
Gerwien aufgestoliten Lehrsatzes, findet man in eineni Lehrbuche 
der Sphärik, betitelt: „Die SphäriJc oder Geometrie der Kugelflnche, 
in drei Theilen, von Karl Friedrieh Schulz, Dr. der Philosophie 
und Conrector am Gymimsium zu Cottbus. Leipzig, bei Karl Cno- 
bloch. 1828. 

£s kann übrigens der Beweis des vom Herrn Gudermann auf^ 
gegebenen 13. Lehrsatzes nach meiner Meinung auch auf eine ähnliche 
Weise geführt werden, wie der Beweis des obigen Lehrsatzes; und zwar 
auf folgende Weise. 

Lehrsatz. Wenn aus drei Puncten A^ By C eipes Uauptkreisas 
(Fig. 4.) drei Hauptbpgen AP^ BP und CP nach einem Punote P gezo- 
gen werden, und man aus denselben drqi Punctejs A^ B^ C noch firei ap« 
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dere Haupt bogen oach einem zweitea Poncte () zieht^ so ist immer: 

810 Qdjl hw (;^X * si» QCX 

ein I'BX • ^n^i sin /^^^ . unr^ t »in Pr/.V , ^no 



Beweis, Man Terbinde die PimotePund Q durch einen Rauptbogen* 
In dem oben angefahrten Grundrifs der analytischen Sphärik wird be- 
wieseni dafs, wenn man die Winkel eines sphärischen Dreiecks durch drei 
Scheitellinien t heilt , die sieh in einem Puncte schneiden, dals dann das 
Product der Yerbultnisse zwischen den Sinussen der einzelnen Theil'e der 
Winkel immer = 1 ist. Wenn man diesen Satz auf unsere Figur anwen« 
det^ so hat man hier folgende zwei Proportionen: 

sin PAP 8in ACQ sin CPQ _ . , 

SiiifJAX • 8io PCQ ^^irxAPQ ~ "** 



sin PBQ sin UCQ sin CPQ _ . 
«i« QBX • ^iSTcv) ' sio BPQ 



aCPQ 
nBPQ 



CPQ • 



Diese beiden Proportionen sind aber gleichbedeutend mit den beiden fol« 
senden : 

sio PAQ ^ 810 PCQ _ Bin APQ , 

ninQAX* sin ACQ si '"""^ 

sin PBQ ^ sin PCQ _ ti 
BiüQBX'* üaACQ ~ si 

Nun ist auch: 

8in^PC.sinif?P(> = ün APB.amCPO + nmBPC. sin APQ, 

oder, wenn man durch sin CP<? dividirt, 

Hierin setze man für ^£^^ und ^^^ die Werthe aus den beiden obi- 
gen Proportionen an die Stelle, und man bat: 

Wenn man nun mit ^^ roultiplioirt, und zugleich sin QCX für anJCQ 
an die Stelle setzt, so erbfiit man sogleich die erste zu beweisende Re- 
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Um auch die zweite Rektioo bieraut hemiieiten» «etse man (JPBX — QBX) 
f&r PBQi (PAX^QJX) fSr PJQ und eadiidi {PCX-^QCX) für PCg 
an die Stelle, so erhnt man durch Bntwiokefaing des Ausdraekt: 

Ei ist aber bekaontlioh: 

WhPBX.ÜnAPC s cosP^^^siofiPC+wtPGX.tin^Pi}. 
Wenn man diese Gleichung 2u der verigen addtrt, so bat man: 

. — riDv- sm-<<PC = r: — Trrrsp .uüBPC -f- . ^ ^^y . sin^Po« 
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26. 

Aufgaben und Lehrsatze, 

entere wifmIoMo, letztere «ii bewekeiu 

( Yem Harrn Prof. Or. SHmtr. au Betlio. ) 



!• JSiod beliebige n Bbcneo jt^ B, Cy D» • . . . gegeben (2« B. die Ebenen, 
in weldien die SeitenflSohen irgend eines Polyeders liegen), und legt nan 
diir^h irgehd eihen festen Ponet K eiae willkSirliche Ebene P» nennt die 
Winkel) wMcbe diese ttit ihnen bildet, bezieMch a, ß, y, ^, .«,., und 
nultipficiirt die Cosinus dieser Winkel bedefiob mit beUebigen gegebenen 
GrCfsen o, b^ c, cf, • • « . : so wird die Summe dieser Producte irgend einen 
bestimmten Werth S beben, so dals 

aco«« + 4 cosß + reos7 + ^oos^+..t . = S 
ist; Soll nun die Kbene P um den festen Punot E sieh so bewegen, dafs 
(wenn euch die Winkel «, 0, y, • • • • siph ändern) die Summe S constant 
bleibt, so berührt sie stets irgend einen geraden Kegel K (zweiten Gra« 
dee), dessen Axe Q fest ist, d« b., die unzShligen Kegel JT, welche auf 
diese Weise entstehen, wenn man die beschreibende Ebene in immer an« 
jlerer ursprBnglichen Lage annimmt, wo zugleich der Werth S sich iSodert, 
Bisben eine gemrinschaftHobe Axe Q. Die Grenzen der Kegelsohaar sind 
einerseits die Axe Q^ wo der Erzeugungswiukel des Kegels =: ist, und 
andererseits diejenige Ebene A, welche im Puncto K auf der Axe Q senk- 
recht steht, und wo der Erzeugungswinkd = | r ist. In diesen Grenzen 
erreicht der Werth S sein Minimum und Maximum. (Die Ebene R ist dem« 
nadh einzig in ihrer Art, indem ihr allein ein bestimmter Werth S^ ent- 
flqprtcht ; andererseits entspricht allen Ebenen, welche durch die Axe Q ge- 
hen, gemeinschaftlich ein eigenthumlidier Wwth S^ , und diese zwei Werthe 
sind also unter allen der kleinste und grSbtei oAßt die Grenzen TOn S.) 

Nimmt man statt K irgend einen andern festen Panet A\ an, so 
sind natürlicherweise die neuen Grenzen Q und R den vorigen parallel» 
d. i. J?i*J? und^Äx#lt. 

2. Wenn in der Ebene irgend ein lüetz von geradlinigen convexen 
Vitolecken gegeben ist, dessen Grenze selbst ¥\n eonvexes Tieleck ist, so 
soll gezeigt werdmi, ob allemal ein analoges Netsi tti6glich sei, waches in 

Crcnei Jonmal iL M. Iki. XV. Ha. 4. 49 
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der Zahl, Gattung und ZusammeiifugtiDg der Vielecke «At ieaem überein- 
stimnit, aber die Eigenschaft hat, dab sich um jedes Vieleek insbeMmdere 
ein Kreis beschreiben läfst. 



'i. Es seten AB (Pig« 5.) die groCie Axe, Cy l) die Brenopuncte 
und M der Mittdpiioct einer EHipse. Wird die Axe durch irgend einen 
Punot Xy der zwischen den Brennpuneten liegt , in zwei Abschnitte AX^ 
BX getheilt, und beschreibt man mit denselben, beziehliöh um die Brenn- 
puncte Cf Dy Kresse, so sdineiden sich diese bekanntlich in zftA Poncten 
o, b der Ellipse ; und beschreibt man umgekehrt mit AX^ BX^ boziehlich 
aus Dy Cy Kreise, so achneiden sieh auch diese in zwei Punctan ab, ß, die 
in der Ellipse liegen, und es sind sowohl a und o, als i und ß Eodpunete 
eines Durchmessers derselben; und zwar sind die Durchmesser cro, iß ein* 
ander gleich und bilden mit der Axe AB gleiche WinkeL Gleicherweisa 
entsprechen jedem anderen Puncto T der Axe, der zwischen C un^ D 
liegt, in der Ellipse vier bestimmte Puncte Oi , 3j , ai , ßi , oder zwei einan« 
der glacbe, und gegen die Axe AB gleich geneigte Durdimesser «i ai , ii ßt • 
Verlangt man nun zu wnsen, welche Lage zwei Puncte X^ 7 in der Axe 
haboi miisseu, damit die ihnen entsprechenden Durohmesser einaiider ge* 
genseitig zugeordnet sind, d« h. damit sowohl aa, und ^ifl&i, als £ß und 
iißi oonjugirte Durchmesser der Ellipse sind: so. wird mim finden, dab sie 
nach einem bestimmten Gesetze von einander abhBogig sind ; welches durch 
folgende Construction übersichtliGh und klar sich darstellt« Über dem ha!« 
ben Abstände der Brennpuncte von einander, z. B« über MD^ beschreibe 
man einen Halbkreis MED^ nehme in demselben einen beliebigen Punct 
JS, ziehe die Sehnen ME^ DE, und trage diese vom Mittelpuncte M aus, 
auf entgegengesetzten Seiten , auf der Axe ah , z. B« MB ss MX, und 
DE ^=s. MF: so werden die Puncte X, Y allemal der verlangten Bedingung 
geniigen. (Ist der Punot E die Mitte des Halbkreises, so fallen die zw€a 
Paare coojugirte Durchmesser in eines zusammen, und diese Sind alsdann 
die gleichen conjugirten Durchmesser. Älmliohies findet Statte wenn der 
Punct E in einem Endpuncte M oder D des Halbkreises angenommen wirdj 
in welchem Falle ihm die Axen der Ellipse entsprechen.) 

Wie lautet der analoge Satz für die Hyperbel? 

4. Man denke sich eine beliebige H/perbel; C und D seien ihre 
Brennpuncte, A ein Scheitel ihrer Haoptaxe und m ihr Mittelpunct« 
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maa m 4er Hyperbel irgend eioen Punet £ an, z» B. in dem Zweige, 
welcher den Breunpiinot C timschliefst, zieht die Leitstrahlen CE^ Dß^ 
trägt anf jedem ^ ron Pj aus, die halbe Axe MJ ab, jedoch beim errten 
CB, auf dessen Terlä'ogerung über & hinaus : so liegen die Endpuncte Ff G 
der abgetrageoen Streeken {EF ^s=, EG = MA) allemal in demjenigen 
Durchmesser der Hjrperbely welcher dem Durohmesser MB zugeordnet ist* 
Oder: Bewegt sich ein gleichschenkliges Dreieck FEGy dess^o Schenkel 
FE, GE der Grolse nach constant sind, so, dab seine drei Seiten FE, FG, 
GEy oder deren Yerlangerungen, stets bejuehlich durch drei feste Puncte 
C, it/, J) einer Geraden geben, von denen der eine M, um welchen die 
Grundlinie FG sich dreht , in der Mitte zwischen den zwei andern C, D 
liegt: so besdireibt seine Spitze E eine Hyperbel, welche M suim Mittel« 
punct und C, D zu Brennpuncten hat, und deren halbe Bauptaxe {Mji) 
den Constanten Schenkeln des Dreiecks gleich ist, und von welcher end« 
Uch der Strahl ME und die Grundlinie MGF stets ein Paar conjugirte 
Durdunesser sind» 

Wie lautet der analoge Satz for die Ell^se? 

Auch bei den sphärischen Kegelschnitten Endet ein analoger Satz 
Statt 9 der nur in Hinsicht der conjugirten Durchmesser (ME, MGF) ?on 
den Sätzen in der Ebene abweicht. 

S« Zwd Seiten ac, bc eines beliebigen gegebenen Dreieoka ach 
bezidküch durch zwei Puncte :r, y so zu tbeilen, dals ax :cys^ae :ic 
(waa dai^n immer auch cx:by ^:sac:bc und also der untere AfastAmitt 
der einen Seite sich zum oberen der andern verhält^ wie jene Seite ca 
dieser), und dals zugleich die Gerade xy, welche die Thatlongspuneto 
verbindet« ein Minonum sei« ( Diese Aufgabe ttt geometnsch m I6sea« ) 

6« „Sind von 7wei beliebigen geradlinigen ebenen Viel« 
ecken, einem TVEck und einem iVtEek, die Grundlinien a, a^ 
nebst der Summe ihrer Umf'Sfnge, £^-f ^i {eg^eben, so ist die 
Summe Ihrer Flächeninhalte, F+ F\, dann am gröfsten, wenn 
1) jedes Vieleck einem Kreise eingeschrieben Ist; wenn 2) die 
unbeatimmten Seiten in federn, für sich betrachtet, einander 
gleicb sind, so dafs also diese Seiten in jedem Vialeck von 
einem Kreise berührt werden k6nnen; und wenn endlich 
3) diese, zum Theil eingeschriebenen zwei Kreite einander 
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gleich sind."* Und oinj;ektJirt : ^Siad die. Grundiini^n a, e, nebst 
der Summe der lobalte F^F^ f;e|;etieii, »o ist die Summe 
der Cmfäoge U'\'Di ein Minimum, wenn die Vielecke den 
nemlichen drei genannten Bedingungen grnngen/' 

Dieser allgemeine Sat^ findet natürlicherweise auch flir den Fall 
Statt, wo die ^wei Vieleeke von gleicher Gattung sind^ d. \u , wo die Sal« 
tenzahl !V^JV^ ist. 

Wird insbesondere N ssz JV^ssz 3 angenommen.^ so entspricht der 
Satz derjenigen Auffiabe (4.)| welche ich im XIV. Bd« S. 89 diese» Joinv 
nats vorlegte I von der aber bis jetst^ wie es aeheint^ noch keine befriei- 
digende Lösung eingegangen ist* 

Der vorstehende Satz hat, unter andern, auah die awei naohstehen* 
den Sätze zur J^olge« 

7« ^Sind die geraden Grundlinien a» a,, nehsi der Sitmi» 
me der Umfange (U-\-l/^ aw«%ier beliebigen Figuren ji^ ^, (da« 
ren Begrenzung nämlich, aulser jenen Grundlinien , {;anz bfdiebig , geead« 
krumm« oder gemischtlinig aein darf) 4|egebanf aq ist die Summe 

ihrer FlScheninbalta CF4*^a) denn am grüfsten^ wenn beide 
Figuren Segmente gleieher Kreise sind/' Und umgekehrt«* ,«Sind 
die Grundlinien e, a^ nebst der Summe den Elfiehenin halte 
gegeben, so ist unter der nemlichen Bedingung die Summe 
der Umfiaage beider Figuren ein Minimum. 

8. !• ,,Sind die Grnndlinien a^ o^t e,, .••• und die Silin» 
me der Umfange l7| + /72 + ^3+*«*« beliebig vieler ebener ge- 
radliniger Vieleke Ifiy N^y 7F,,.... gegeben, so Ist die Summe 
fhrer FISeheninhalte ^i + F^-fi^j-h .••• ^in Maximum, wenn 
1) jedes Vieleck etnetn Kreise eingesehrieben Ist; wenn 2) die 
unbeatimmten Seiten eines jeden untnt sieh gletaii sind, und 
somit (vermögeh) von etnemKreiae berührt werden: und wenn 
3) alle diesei zum Theit eingeschriebenen Kreise einander 
gleich sin.d/' Und umgekehrt: ^Wenn di« Grundlinien der Viel- 
ecke nebst der Summe ihrer Inhalte gegeben siod^ so ist, 
unter den niimlichen dr^i Bedingunjjen^ die Summe ihrer 
Umfange ein Minimum.'' 

11. „Sind die geradlinigen Grundlinien e»« a^f o,, ••.. 
und die Summe der Umfange ^i + £^i + £^.4-.««« beliebiger Fi«» 
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f«r«ii Jif jf^f jfif .... f^egebeiTy so Ut die Suniiiie ihttr In* 
balta ein Mftximonii wenn tfe simratlioh Segment« glei« 
elier Kreise tind«^' Sind die Grandlinien und die Snmrne 
der Flftebeniohelte gegeben, so ist, vnter deirselben Bedin« 
gnngy die Somme der Dmffinge ein Minimum." 

Anmerkung« Die Sebwisrigkeiten, welche die S8tM Sber Mh 
ximum und Nmimum bei geometritehen Gegeustüuden bliu$g darbieteni 
und die nicbt selten der Art smd, dais sie den gewöhnliehen eOgemeinen 
Regein Trats bieten, leilslen midi su dem Termebe, soMie Sttbee rein 
fsomebfeoh nu bebendefai, um euf diesem Wege iliren eigentUcben Grund 
tm erfersoben« Meine BemSbungen wurden bei vielen 88fMn nrft dem 
besten Brfolge beiohnt; und iilid>en sie auch in RSeimcbt enderer SSfK 
▼er der Band noeh Irftditles, so bin iah dodi der Meinung, dafe es fei 
dm mttifen Ftfllaa gdbgm werde, em ||BnslSges Resultat an erbahen; 
womit dann sugleieh der Tortbeil fer bu n d e n sdn wbd, dsAr das wahre 
Weien der SBtne melir au%eid8rt, d. b. flir Unq^mmg^ oder die notbwen« 
dige Bedingung ihrer Existenz na^gewiesen wird, welches AUes bei der 
andern Methode weder gefordert, noch in derselben EinfacMieit erlangt 
werden kann. Freiliöh wird die letxtere Methode jeden anfgesteliten Sats 
aolbrt auch leiobt beweisen , sobald man nSmliob sieht, worauf es eigenf « 
lieh ankommt; welche Groben in Rechnung au bringen sind, u. s« w«: 
aber dieses ist unstreitig weniger wichtig, als jenes, n&nlich den Satz aus 
setnen primitiren Gründen auf die einfachste Art herzuleiten, und dadtirch 
seinen natSrlidien Zusammenhang mit andern Sätzen, oder die Abhfin«* 
gigkeit der SÜtze ron einander, nacbzuwMieo» Zu dem giebt es viele Sätze, 
die ausscbliefilich nur durch geometriiche Betrachtungen, und als Folgen 
«ner stufenweisea Bntw^eiung, sidi mk gebgr^er Eleganz beweisen 
lassen. So s. B« ergab es sich, dab die Torstebenden Sätna (0«, 7. und 
8f) im Grunde nur auf dem einlachen Elementarsatae bemiien: „Dafs 
unter den Sehnen eines Kreises, der Durchmesser die grCfste 
sei,^ wiewolü sie beim ersten AnUick vidi schwieriger zu sein scheinen, 
und l>esondem, eb Aufgaben g^eUt, noch eher zu rerwickelten Reohnua- 
gea Anlals geben knntiten» aus denen die einftdie Bedingung, welche ilie 
Sätze enthalten, schwer zu erkennen sein dürfte« Jetzt mdgen sie leich- 
ter zu beweisen sein« 

Da meine Untersuchungen über die oben genannten Gegenstände 
»ch zu sehr ausd^dii^en, und auch theilweise auf Hindernisse führten, de^ 
reo Überwindung nsir noch niiAt gelimgen ist s so habe ich mich entschlos«^ 
sen, Torerst nur einen Abschnitt, wacher insbescmdere dss „Iseperime* 
trische'^ (in der Ebene, auf der KugeUlädie und im Räume) enAeheh wird^ 
nuszoarbeitea und demnächst in einer kleinen Schrift brennt zu macfaeo 
Die genannten Sätze sind dem Inhalte dieser Schrift entnommen, wo sie 
auf die angedeutete Art bewiesen werden« Gleicherweise werden in der» 
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selben, <lurob eben so elementare, ab der Natar des Gegenstandes ange- 
messene , geometrische Betrachtungen mehrere amiere interre)$sante Siltze 
be^viesen werden, welche Jeder andern Betrachtung!^ weise^ wie es wenigstens 
nach dc»i bisherigen Leisttmgen den Anschein bat, weniger leicbC Zugang-^ 
lieh sein machten. Dahin rechne ich, -^ aulser den obigen Sätzen %iM 
denen, welche den Aufgaben im vorhergebenden Bande dieses Journals 
(BrXlV. S. 88 Aufg, 2. a.c.e; 3. a.c.e; 6., 7,) entsprechen — nament« 
lieh die Sätze über regelmafsige sphärische Figuren, indem bis jetzt, so 
vidi mir bekannt, noch auf keine Weise die Frage erledigt ist, ob hei die« 
sen Figuren, wenn sie gleichen Umfang haben, diejtmige, welche mehr 
Seiton hat, auch greiseren Inhalt habe, wie solches bei den regelmäfsigen 
Figuren in der Ebene der Fall ist; ja nicht einmal Hlr das sphSrlscbe 
Dreieck und Viereck ist di^^^e Frage entschieden» In der genamiteo Schrift 
wird die Frage allgemein, und ich darf wohl fiagon, auf die einFachiste 
Art beantwortet, was ohne Zweifel auch jeder Unparteiische zugestehti 
wird. Ührigeoa sind die in Hede stehenden sphärischen SHtze, nebst den 
neuen Beweisen der analogen Sätze in der Ebene, der Gegenstand einer, 
am 7- Dee. v. Jt in der KönigU Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
gehaltenen Vorlesung. 



Druokfehler im 14ten Bande« 

Pag. 279 ifl secando nilie ante colaranam kco 64 poneaiioiii 67; apiid minerDS 633 1 H78 

loGO 7, 4 legendum 6, b^ 

In diesem Bande. 

S«i<e 313 Zeile 9 v. n. ond Seite 315 ZeileS ▼. o. lies gedreht slatf gedaeht 
— 315 — 12 ▼• tt. lies KrSfte^Psare statt Krüfte-AcbsSD. 
^ 316 -^ 8 ir« Q. lies Ebenen JStatt £lieue. 
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